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15. | Przedmiot: | WYTRZYMALOSC MATERIALOW

Kierunek: Mechatronika
Specjalnos¢: Elektroautomatyka okretowa
Rozklad zajeé w czasie studiow

. . Liczba godzin Liczba godzin
Semestr szst;iqtgsgt?jem w :cygc?dniu w semgstrze krzgggzve
A C L S ) A | C L S

"l 15 1 1 — — 30 | 15 | 15 | - — 2

v 15 1E 1 2 — 60 | 15 | 15 | 30 | - 3

Razem w czasie studiow 90 | 30 | 30 | 30 - 5

Nr Tematy i ich rozwinigcie Liczba gO,dZin
tematu Razem |W | C|L| S

Semestr 111

1. Podstawowe pojecia i okreslenia. Sity zewngtrzne i we- 4 2 12— -

wnetrzne,. Wykresy rozciagania i $ciskania r6znych mate-
riatbw. Prawo Hooke’a. Prawo Poissona.

2. Rozcigganie i Sciskanie. Podstawowy warunek wytrzymato- 6 313 |- -
Sciowy. Naprezenia dopuszczalne. Zadania statycznie nie-
wyznaczalne, naprezenia montazowe i termiczne.

3. Analiza stanu naprezenia w punkcie, jednoosiowy stan na- 4 2 | 2|—-| -
prezenia, naprezenia gtowne, kota Mohr’a. Uogodlnione
prawo Hooke’a.

4. Czyste Scinanie, zaleznos¢ miedzy modutem sprezystosci po- 4 2 12— -
dhuznej a modulem sprezystosci postaciowej. Scinanie tech-
niczne. Obliczenia polqczen spawanych, kotkowych, wpu-
stowych, srubowych.

5. Geometryczne wskazniki przekrojow. 4 2 (2 |-] -

6. Skrecanie przekrojow osiowo symetrycznych i prostokqt- 4 2 (2 -]| -
nych. Obliczenia watow pednych.

7. Zginanie, wykresy sil tnqcych i momentow gnqcych. 4 2 12| -1 -

Razem 30 15|15 - | -

Temat 1 (2 godziny):

Podstawowe pojecia i okres$lenia. Sity zewnetrzne 1 wewngtrzne. Wykresy rozciagania i $ciskania
r6znych materiatow. Prawo Hooke’a. Prawo Poissona.

Sity zewngtrzne wynikaja z oddziatywania otoczenia na analizowany element. Mozna je
podzieli¢ na sity zewngtrzne czynne, ktore stanowia obciazenia elementéw konstrukcyjnych,
oraz na sily zewngtrzne bierne, ktore s sitami reakcji wystgpujacymi w podporach.
Natomiast sity wewnegtrzne wystepuja wewnatrz materiatu elementow konstrukcyjnych.
Okres$lane sa metoda myslowych przekrojow polegajaca na myslowym rozdzieleniu elementu
w miejscu ich okreslania 1 rozpatrywaniu rOwnowagi statycznej jednej z czg$ci. Sita
wewngtrzna w rozpatrywanym przekroju poprzecznym réwna jest sumie algebraicznej rzutéw
sit na kierunek osi preta wszystkich sit zewnetrznych, dziatajacych po jednej stronie
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rozpatrywanego myslowego przekroju. Sil¢ t¢ nazywa sig sita podtuzna. Na przyktad sita
podluzna w przekroju k-k preta przedstawionego na rys.1 bedzie:

k

P, Ps P,

P1 Ps

<—{ -0 O ——0 P’
P, Ps Kk

P, 1 N
<—<%<—o 77777 O— -

Rys.1 Wyznaczanie sity wewngtrznej (podtuznej) N.

Wytrzymato$¢ materiatow jest nauka stosowana oparta na doswiadczeniu. Jednym z
najprostszych badan laboratoryjnych jest statyczna proba rozciagania metali. W jej trakcie
podlega zrywaniu probka wykonana z metalu jako prosty pret pryzmatyczny o przekroju
kotowym lub prostokatnym. Pre¢t pryzmatyczny to pret, ktdérego przekrdj poprzeczny jest staty
co do ksztattu i wymiarow. W wyniku proby rozciagania otrzymuje si¢ wykres rozciagania
(rys.2).

Wykresy rozciggania probek okragtych ¢ =18 mm
SitaF **°

[kN] 20 —

100 ' /Ax""‘ T ™
Y. N\

w V1 —stop lekki
o —mosigdz
20 —stal miekka

0

0] 10 20 30 40 50

Wydluzenie Al [mm]

Rys. Przyktadowe wykresy rozciagania.

Wydtuzeniem lub skroceniem catkowitym Al nazywamy roéznicg dlugosci preta
odksztatconego | pod wptywem obciazenia sita P ijego dtugosci poczatkowej lo, przed
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przytozeniem obciazenia (rys.2), czyli: Al =1 — [; Wydluzeniem lub skroceniem
wzglednym nazywamy iloraz wydluzenia

R=P catkowitego Al i dlugosci poczatkowe;j Iy
K\‘\\t\\‘@ Al
' ] =T
o

Zalezno$¢ miedzy naprezeniami o i odksztalceniami
¢ W danym punkcie okresla prawo Hooke’a, ktore
dla osiowego stanu napr¢zenia wyraza si¢ wzorem:

lo

gdzie E jest stata materiatlowa charakteryzujaca
material pod wzgledem sprezystym i nazywa si¢
R o modulem sprezystosci lub wspodtczynnikiem
\ T sprezystosci podtuznej lub modutem Younga.
~
P

Przyktadowe warto$ci E dla wybranych materialow
przedstawione sa tab.1 Catkowite wydtuzenie

i == (skrocenie) preta wyliczamy podstawiajac do
& J | pOWYyZSzego WZoru :
Y ——
h Al N
- £= —  oraz g= —
<D fo
Rys.2 Odksztalcepia wzdluzne ﬁ_i _ E skad Al= N_‘F*D _ E
1 poprzeczne rozciaganego preta. I, A EA k

EA nazywamy sztywnos$cia przekroju preta na

. . , . . , EA , . . . ;. . . .
rozciaganie (Sciskanie) zas — = k  sztywnoscia preta na rozciaganie ($ciskanie). Zmianie
o
dlugosci preta w kierunku dziatania sit zewngtrznych towarzyszy zmiana jego wymiarow

poprzecznych (rys.2). Miara tej zmiany jest wzgledne odksztatcenie poprzeczne & okreslone
wzorem:

_ Aa Ab
£, = — —

g by

gdzie: Aa=a— a, i Ab=Db — b, sgcatkowitymi odksztalceniami poprzecznymi.
Pomigdzy odksztalceniami wzglednymi: poprzecznym &, i podhuznym £ zachodzi zaleznos¢
zwana prawem Poissona:

Liczba @ jest druga stala charakteryzujaca materiat pod wzgledem sprezystym i nazywa sie
liczba Poissona. Przykladowe warto$ci ¥ dla wybranych materialow podane sa w tab.1.
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Tabela 1. Whasno$ci wytrzymalosciowe niektérych materialow.

Materiat Ozna- Granica Granica Modut Liczba
czenie wytrzymatosci | plastycznosci | Younga Poissona
doraznej R, R. E 7
[MPa] [MPa] [MPa]

Stal konstruk. | S240GP 340 240 2,1-10° |029
Stal sprezynowa | 85 1130 980 2,15 - 10° | 0,29
Miedz Cu-ETP 210 33 0,8-10° |0,27
Braz kuty CuAl10fe3N 590 250 1,1-10° |0,32
Aluminium EN AW-AI99,99 90 34 0,7-10° |0,33
Stop lekki PA20 270 150 0,76 - 10° | 0,32
Zeliwo szare EN-GJL-150 250 150 1,03-10° | 0,26
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Temat 2 (3 godziny):

Rozciqganie i Sciskanie. Podstawowy warunek wytrzymatosciowy. Naprezenia dopuszczalne. Zadania
statycznie niewyznaczalne, naprezenia montazowe i termiczne.

Przyjmuje si¢ umoweg odno$nie znakow: site¢ wewngtrzna skierowana na zewnatrz
przekroju uwazamy za dodatnia - rozciaganie (rys.2), a skierowana do wewnatrz przekroju
uwazamy za ujemna - $ciskanie (rys.3). W szczegdlnym przypadku rozciagania lub
$ciskania sitami P przytozonymi na jego koncach, sita wewngtrzna jest rowna jednej z
tych sit, czyli odpowiednio: N =P lub N = -P (rys.2)

Rys.3 Schemat obciazen przy $ciskaniu.

Sita wewngtrzna w dowolnym przekroju poprzecznym preta jest sita wypadkowa
elementarnych sit wewnetrznych cdA, dziatajacych w danym przekroju, czyli:

v= [

Jak wiadomo z teorii (zasada de Saint-Venanta), rozktad naprezen o w przekroju
poprzecznym preta rozcigganego, dostatecznie oddalonym od miejsca przytozenia sit
zewnetrznych, jest rtownomierny (rys.4), wobec czego mozemy zapisac:



\A
i
AN

KAPITAL LUDZKI 3

UNIA EUROPEJSKA

o
>
o
=
=

EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI E FUNDUSZ SRORECINY
N
o= —
A
dA
c
. == I
A
Rys.4

Znajac wzOr na naprezenia ¢ = — mozemy napisac podstawowy warunek wytrzymatosciowy

dla rozciagania lub $ciskania:

<k

==

lub o=

==

o= =k,

r

gdzie: k; — naprezenie dopuszczalne na rozciaganie,
k. — napre¢zenie dopuszczalne na Sciskanie.
Naprezenie dopuszczalne dla materiatdow sprezysto-plastycznych obliczamy z zaleznosci:

R R

k,= —= b k =—2
LL* Mg (el
dla materialéw kruchych :
R Rmk}
k,= — lub k,=——
Mo nm{c}
gdzie:

Re(c) — granica plastycznoS$ci przy rozcigganiu (Sciskaniu) dla materiatow
sprezysto-plastycznych, przyktadowe wartosci w tab. 1

Rm(c) — granica wytrzymatoS$ci doraznej przy rozciaganiu (Sciskaniu) dla materiatow kruchych,
przyktadowe wartosci w tab.1

Ne, Nm— Wspodtczynnik bezpieczenstwa odniesiony odpowiednio do granicy plastycznosci,

odniesiony do granicy wytrzymatosci dorazne;.
Ne(c), Nm(c)— Wspotczynnik bezpieczenstwa odniesiony odpowiednio do granicy plastycznosci
przy $ciskaniu, odniesiony do granicy wytrzymatosci doraznej przy $ciskaniu.

Wspotczynnik bezpieczenstwa jest liczba zawsze wigksza od jednosci. Jego dobor jest

jednym z wazniejszych zadah w procesie obliczen wytrzymalosciowych. W wielu

dziedzinach wprowadzono normy zobowiazujace do przestrzegania odpowiednich wartosci

wspolczynnikow bezpieczenstwa. Im mniejszy wspotczynnik bezpieczenstwa tym

konstrukcje sa 1zejsze, ale mniej bezpieczne.
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Zadania statycznie niewyznaczalne.

Za pomoca rownan statyki mozemy rozwigza¢ (wyznaczy¢ niewiadome sity, przewaznie
reakcje podpor) tylko te zadania, w ktorych liczba niewiadomych sit jest rowna liczbie
rownan rownowagi wynikajacych ze statyki dla danego uktadu sit. Mechanika ciata
odksztatcalnego (wytrzymato$¢ materialow), wykorzystujac zwiazki migdzy sitami a
odksztatceniami, umozliwia rozwiazywani takich zadan w ktérych liczba niewiadomych
reakcji jest wigksza od liczby réwnan rownowagi, czyli zadan statycznie niewyznaczalnych.
W uktadach statycznie wyznaczalnych mate odksztalcenia elementow, spowodowane sitami
obciazajacymi sa od siebie niezalezne. Natomiast w konstrukcjach statycznie
niewyznaczalnych odksztatcenia elementow sa od siebie wzajemnie uzaleznione i musza
spetnia¢ okreslone zwiazki wynikajace z geometrii konstrukcji i kierunkow sit obciazajacych.
Kazda dodatkowa podpora czy pret powoduje ograniczenie swobodnego odksztatcania sig
konstrukcji w postaci pewnego zwiazku geometrycznego pomiedzy odksztalceniami, ktoéry
po zastosowaniu prawa Hooke’a daje dodatkowe rownanie wiazace niewiadome reakcje. Dla
prawidtowego utozenia dodatkowych rownan, wynikajacych z zaleznosci miedzy
odksztatceniami, nalezy nanie$¢ na rysunek konstrukcji odksztalcenia poszczegdlnych
elementow i dopiero na podstawie tego rysunku znalez¢ i zapisa¢ zaleznos$ci geometryczne
migdzy nimi.
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Temat 3 (2 godziny):

Analiza stanu naprezenia w punkcie, jednoosiowy stan napre¢zenia, naprgzenia gtdéwne, kota
Mohr’a. Uogdélnione prawo Hooke’a.

Stanem napr¢zenia w danym punkcie nazywamy zbidr naprgzen w danym punkcie, na
wszystkich dowolnie zorientowanych ptaszczyznach przekrojow, przechodzacych przez ten
punkt. Podobnie stanem odksztalcenia w danym punkcie ciata nazywamy zbidr odksztalcen
liniowych i1 katowych wystepujacych we wszystkich dowolnie zorientowanych
ptaszczyznach, przechodzacych przez ten punkt. W przypadku ogdlnym stan naprgzenia
okresla sze$¢ niezaleznych sktadowych stanu naprezenia: trzy sktadowe normalne o, 0, g,
oraz trzy sktadowe styczne T... T, T, . Pozostale trzy naprezenia styczne T, T, Tz, Sa
zalezne: Ty, = — Tyy Top = ~Tym Toy = —T,z. OgoOlny przestrzenny stan naprezenia w
punkcie przedstawiono na rys.9 na elementarnej kostce zawierajacej ten punkt.

Z
Oz
|
! T
| -4
|
| Tzx /
1
T T.,
| Tay 7 e
Ty | -~ —0
a.. |
}- | Tez
B | / =,
: Tyz 4
T.. [y Toy yx
e S i N I
7 o Tzx
s, — _r
/ Tz_} -
’ |

X
’ t
Rys.9 Ogo6lny przestrzenny stan naprgzenia

Jednoosiowy stan naprezenia.
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Rys.10 Jednoosiowy stan naprgzenia

Site wewnegtrzng P rozkladamy na dwie wzajemnie do siebie prostopadte sktadowe, w
kierunku normalnej zewngtrznej N i w kierunku stycznej do rozpatrywanego przekroju T:

N = Pecosa ; T = Psina

Napre¢zenia g, ¢ T, w dowolnie obranym przekroju okreslonym katem @ wyniosa:

N Prosa Pecos~a .
g, =—= = = JgCas a
& A, A A
COs
T P sina P sina cosa 1 .
T, =—= = = — gsin?a
A, A A 2
COs

Napre¢zenia normalne g, sa dodatnie (rozciagajace), jezeli maja zwrot zgodny z kierunkiem
normalnej zewnetrznej n. Naprgzenia T, sa dodatnie, jezeli dla pokrycia si¢ wektora tego
napre¢zenia z kierunkiem normalnej zewngtrznej n trzeba obroci¢ wektor T, najkrotsza droga
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. Znak naprezenia stycznego nie ma
znaczenia praktycznego ani fizycznego, lecz tylko formalne, umozliwiajace jednoznaczna
interpretacj¢ matematyczna i geometryczna.

Koto Mohr’a dla jednoosiowego stanu napr¢zenia.

Wzory na g, i T, daja si¢ tatwo przedstawi¢ wykreSlnie za pomoca tzw. kota Mohra. W
prostokatnym uktadzie wspotrzednych &, T odktadamy na osi odcigtych punkt O w odlegtosci
od poczatku uktadu wspotrzednych rowne;j ; , bedacy srodkiem kota Mohra. Zakre§lamy

okrag o promieniu réwnym = . Ze $rodka O kota Mohra odmierzamy od osi & kat 2a .

Otrzymamy na okregu punkt o wspotrzednych okreslonych wzorami na @, i T, .
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Rys.11 Koto Mohra dla jednoosiowego stanu naprgzenia.

Dwukierunkowy (ptaski) stan napr¢zenia.
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Rys.10 Dwukierunkowy (ptaski) stan naprezenia.

Prostokatna ptytka niech bedzie poddana dziataniu naprezen &y w Kierunku 1-1 oraz naprgzen
a, W kierunku 2-2. Sa to naprezenia gtdéwne. Wystepuja w przekrojach glownych, czyli takich
w ktorych znikaja naprg¢zenia styczne. Naprezenia gtowne przyjmuja ekstremalne wartosci
naprezen o. Aby wyznaczy¢ naprgzenia o, oraz 7, jakie wystgpuja w przekroju okreslonym
katem @ rozpatrujemy lewa odcigta czes$¢ ptytki a dzialanie prawej czgSci zastepujemy
naprezeniami a, oraz T,. Wartosci tych naprgzen wyznaczamy stosujac metodg superpozycji
rozpatrujac dwa jednoosiowe stany naprgzen. Pierwszy jednoosiowy stan to obciazenie tylko
naprezeniami @y

Oy = Oy COS"@@ T, =

B |

ay sinZa

Drugi jednoosiowy stan to obciazenie tylko naprezeniami @,. Kat jaki tworzy z osia
rozciagania 2-2 normalna zewngtrzna n wynosi — (90° — a). Otrzymamy zatem:

G, = Oy COS” (— (90° — rx]} = g, cos”® (@ —90°) = g, sin"a

Tﬂ =

1
Es 2
i

g, sin [2(— (90° — rx])] = —1 g, sin2a
Naprezenia o, i T, beda rowne sumie sktadowych w jednoosiowych stanach:

g, = 044 + 0, = 0ycos a+ g, sin“a

T, = Ty TTp = E (o, — oy )sin2a
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Wzory na g, i T, mozna przedstawi¢ wykreslnie za pomoca kota Mohra dla dwuosiowego
stanu naprezenia.

| |

.;{
(=]

Rys.12 Koto Mohra dla dwuosiowego stanu napre¢zenia.

Srodek kota Mohra dla dwuosiowego stanu naprezenia ma wspotrzedna rowna E—f—ﬁ*

%z

natomiast promien kota wynosi =—=. Ze $rodka O kota Mohra odmierzamy od osi & kat 2a.

Otrzymamy na okregu punkt o wspotrzednych o, i 7.. Z kota Mohra mozemy odczytac
wszystkie wnioski, wynikajace z analizy naprgzen w punkcie, a mianowicie:

Tigtso) — T
gy +0; = 0y + 0rasap)
Oy 20, =04

Toae = E [Jl - JZ:]
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Temat 4 (2 godziny):

Czyste Scinanie, zaleznos¢ miedzy modutem sprezystosci podtuznej a modutem sprezystosci
postaciowej. Scinanie techniczne. Obliczenia polqczen spawanych, kotkowych, wpustowych,
Srubowych

Szczegbdlnym przypadkiem ptaskiego stanu naprgzenia jest czyste Scinanie. Zachodzi ono
wtedy, gdy napr¢zenia gldwne sa sobie rowne, a znaki maja przeciwne; o, = o, o, = —ad.
Jak tatwo zauwazy¢ w przekrojach pod katem @& = 45° wystepuja tylko naprezenia styczne o
wartos$ci naprezen glownych o.

g, = —0 n
\ a\= 45°
' 3 T
B 7

Rys.13 Czyste Scinanie 1 koto Mohra dla tego stanu.

Zaleznos¢ miedzy modutem sprezystosci podiuznej a modulem sprezystosci postaciowej

Czyste Scinanie jest obok osiowego rozciagania lub Sciskania najprostszym przypadkiem
stanu naprgzenia, a odksztatcenie przy czystym $cinaniu jest odksztalceniem czysto
postaciowym. Wielkoscia charakteryzujaca odksztatcenia przy czystym $cinaniu jest kat
odksztatcenia postaciowego ¥, dany wzorem:
T

L
gdzie stata materiatowa G jest modutem sprezystosci postaciowe;j. Jest to kat o jaki zmienia
si¢ katy proste elementarnego kwadratu, wycigtego myslowo z rozwazanej pytki kwadratowej
0 boku a w taki sposob, ze jego boki tworza z kierunkami gtownymi katy 45°, pod wpltywem
naprgzen T ( czerwony kwadrat z rys.14). Wzor powyzszy nosi nazwg prawa Hooke’a przy

$cinaniu. Aby wyznaczy¢ kat odksztatcenia postaciowego ¥, na podstawie rys.14 mozna
zapisac:
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2 a—ha
a+ha a4+ Aa

tg (45°— g) =

. . ha
Poniewaz — =& Aa = e=a , otrzymamy:

¥ a— £a 1—=
tg|45°——| = =
g{ 2) a+ea 1+¢

Korzystajac z wzoréw redukcyjnych na tangens réznicy katow, oraz przyjmujac, ze tg = &
poniewaz kat ¥ mierzony w radianach jest bardzo maty, otrzymamy:

ba =2

tg45° — tga5tgy 1-%

AT 2 _
tg (25 2)_ . O A
tgd45® + tg4h I:‘gr2 1+2
175 _1-e  __v
1+% 1+¢

]
i
ue

at+ia

Rys.14 Odksztalcenia kwadratowej plytki przy czystym $cinaniu.

Odksztatcenie £ wyznaczone w kierunku poziomym wyniesie:

S A T
T E E E E.'_E( )
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czyli:

o ¥ T
—(1+0) === —
E’E +9) 2 2G

Jak wida¢ z rys.13 naprezenia tnace T rowne sa co do wartosci naprezeniom @
a o
—(1+9) = —
E ( ) 2G

Ostatecznie zalezno$¢ migdzy modutem sprezystosci podtuznej a modutem sprgzystosci postaciowe;:

. E
C2(1+9)
Scinanie techniczne.

Czyste $cinanie wystepuje w zagadnieniach technicznych bardzo rzadko. Przewaznie, obok naprezen
stycznych, majacych dominujace znaczenie, wystepuja w elementach konstrukcyjnych takze
naprezenia normalne, dajac ztozony, czgsto dos¢ skomplikowany stan naprezenia. Ma to miejsce we
wszelkiego rodzaju elementach taczacych, jak: nity, spoiny, sworznie, czopy i wpusty, przy
wykrawaniu otwordw i cigciu nozycami, a takze w innych elementach konstrukcyjnych, w ktorych
$cinanie odgrywa zasadnicza rolg, jak np. tbie sruby. W tych przypadkach obliczenia
wytrzymato$ciowe ograniczaja si¢ w praktyce do obliczen na $cinanie, zaktadajac rownomierny
rozktad naprezen tnacych na catej powierzchni przekroju obliczanego elementu, oraz do sprawdzenia
na docisk powierzchniowy wspoétpracujacych elementéw. Naprezenia tnace obliczamy ze wzoru:

T=—=k,
=

gdzie: T - sita styczna, A, - calkowita powierzchnia §cinanego przekroju, k. - naprezenie
dopuszczalne na $cinanie.

Obliczenia na docisk, podobnie jak na §cinanie, opieramy na zatozeniu, ze rozktada si¢ on
réwnomiernie na catej powierzchni styku, a przypadku elementéw okragtych rownomiernie na
przekroju srednicowym. Napr¢zenia na docisk obliczamy ze wzoru:

P
Gﬁ_l= A_d":_::kd

gdzie: P - sita docisku, A — catkowita lub umowna ( w przypadku nitow i sworzni) powierzchnia
styku, k4 - naprezenie dopuszczalne na docisk.
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Temat 5 (2 godziny):

Geometryczne wskazniki przekrojow

W obliczeniach elementdéw na rozciaganie lub $ciskanie osiowe oraz na $cinanie techniczne
zaktadamy réwnomierny rozktad naprezen w przekroju, wobec czego w odpowiednich
wzorach na napr¢zenia i odksztalcenia wystepuje tylko pole powierzchni przekroju. W
elementach skrecanych lub zginanych rozktad napre¢zen w przekroju poprzecznym nie jest
réwnomierny, wobec czego ma tu znaczenie nie tylko warto$¢ pola powierzchni, lecz takze
jego ksztatt. Od figury przekroju poprzecznego zalezy potozenie srodka geometrycznego oraz
zaleza momenty statyczne, momenty bezwtadno$ci i momenty zboczenia.

vi Moment statyczny S figury plaskiej wzgledem
wybranej prostej lezacej w plaszczyznie tej
x O figury np. osi x okresla zaleznos¢:

analogicznie wzgledem osi y:

|

5}_= fxd.ﬁl

A

Rys.16 .

Potozenie (wspdtrzgdne) srodka geometrycznego wyznaczamy ze wzorow:

Osie przechodzace przez Srodek geometryczny figury nazywamy osiami centralnymi.
Moment statyczny figury plaskiej wzgledem osi centralnej jest rowny zero.

Moment bezwtadnosci figury ptaskiej wzgledem o0si X , y czy punktu O okreslaja zaleznosci:

= [raa g= [x2aa g = [raa

A A A

Punkt O nazywamy biegunem, a J, biegunowym momentem bezwtadno$ci. Wymiarem
momentdéw bezwladnosci jest m* . Momenty bezwladno$ci wzgledem prostej i punktu sa
zawsze dodatnie. Poniewaz g~ = x“ + ¥~ to zachodzi zalezno$¢:
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.IG = .Ix +.ir_j,

czyli moment bezwladnosci wzgledem punktu lezacego w jej ptaszczyznie jest rowny sumie
momentéw bezwladnosci wzgledem dwoch prostopadtych do siebie prostych,
przechodzacych przez ten punkt i lezacych w ptaszczyznie figury. Wyrazenia :

[ [
| .
LA Y e A

N N

nazywamy promieniami bezwtadnosci figury ptaskiej osi x 1.

Moment odsrodkowy (dewiacyjny, zboczenia) figury ptaskiej wzgledem osi x, y lezacych w
ptaszczyznie tej figury okresla wyrazenie:

.l’x}' = J- x}:r d“'q
A
Jego warto$¢ moze by¢ dodatnia, ujemna lub rowna zeru.
1Yo Jezeli rownolegle do danych osi x , ¥
i poprowadzimy osie centralne x,, ¥, to migdzy
. b - momentami wzgledem tych osi zachodzi
zwiazek:
A Xp Jo = Jey T4 ] =, +D7°A
C -
A Loy = Juy, +abA
= © . . —
Zaleznosci te nazywane sa twierdzeniami
yx Steinera.
0 -
Rys.17

Uktad osi, przechodzacy przez dany punkt, wzgledem ktérych moment dewiacyjny jest rowny
zeru, nazywamy gtownymi osiami bezwladnos$ci, a momenty bezwtadnosci wzgledem tych
osi nazywamy gléwnymi momentami bezwtadno$ci. Gléwne momenty bezwtadnosci, ktore
oznaczamy indeksami 1,2 przyjmuja wartosci ekstremalne w stosunku do momentoéw
bezwladnosci wzglgdem innych osi o tym samym poczatku uktadu, czyli:

L=ely=l=h
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Znajac dla danej figury ptaskiej momenty

bezwtadnosci 1 moment zboczenia wzgledem

wybranych osi O, X, y mozemy wyznaczy¢ gtdéwne

momenty bezwtadnos$ci wzgledem uktadu O, 1, 2

oraz kat @, o jaki nalezy obroci¢ uktad osi O, X, y
1 aby otrzymac uktad O, 1, 2 wedtug wzorow:

28y

Jo= 3 U+ 1) + [BU— L)+

y=

|
1 1 . .
h=gm+g%J@m—gw+gy

—2] .
L. =1y

tgla, = przyjeto ze: J, =],

Rys.18

Jezeli figura ma o$ symetrii, to ta o§ wraz z kazda prosta do niej prostopadta sa gtéwnymi
osiami bezwtadnosci.

Przyktad

Wyznaczy¢ momenty bezwladnos$ci 1 promienie bezwladnos$ci prostokata o wymiarach b x h,
wzgledem osi X, Y bedacych osiami symetrii.
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Dla obliczenia J,. obieramy pole elementarne :
dA = bdy

i podstawiamy do wzoru:

J. J-}rzdﬁl=b

A

|
F-'ll.'-!“"__—'-g pal
=
ra
B

Dla obliczenia promieni bezwtadno$ci zastosujemy wzory:

—

,u..-f-l

—

Uy
e ||ﬁ
.

Przyktad

e _ |

(... hb®

b= e
A
bh® _ h
126k Y12
| hE® b
CoJ12bh V12

Wyznaczy¢ moment bezwladnosci kota wzgledem jego $rodka i wzgledem jego Srednicy.
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ZE"\

Ze wzgledu na kotowa symetri¢ obliczymy
najpierw biegunowy moment bezwtadnosci /,,
Ly obierajac jako pole elementarne dA4 pole
pierScienia o promieniu 2 i grubo$ci dp :
dA = 2mpdp

I podstawiamy do wzoru:

A
r

—f dA = J 25 d—zp4%—ﬂd4
f.= | ¥ primpap = 2m— | 0= =5
A o

Dla wyznaczenia momentu bezwtadnosci
wzgledem S$rednicy uwzgledniamy, ze moment
bezwtadnos$ci kota wzgledem kazdej $rednicy jest
- - jednakowy:

Rys.19

Przyktad

Obliczy¢ gldwne centralne momenty bezwtadnosci przekroju ceownika symetrycznego.
Wymiary wynosza: B =60 mm, h =30 mm, s =10 mm.

Dzielimy figurg na czgsci, ktorych srodki

y ‘ geometryczne mozemy S$cisle okresli¢ i
J ‘ } . podziat ten zaznaczamy na rys.
- = Wyznaczamy potozenie §rodka

5 ‘\"\\R\\h\h\\\\\\ geometrycznego C . Bedzie on lezal na

osi symetrii y w odlegltosci ¥, od 0si x
przyjetej jak na rys. :

NNNNN

Ay Bs%+2hs[g+ s)

—
}J’ = =
- ° XA Bs + 2hs
d
_6-1-0,5+2-3- 1-2,5_
Rys.20 Yo = 6.122.3.1 =15cm

Znajac potozenie srodka geometrycznego obliczamy gtowne centralne momenty
bezwladno$ci wykorzystujac twierdzenie Steinera:
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; EE—i—B ( E]ﬂ+2[sh3+ h(h+ )2]
—_— s(v, — —)° — T s5h|l—1T5—%
¥ 12 702 12 2 -0
6-1°
[ =

16-1-12 42 1'33+3 3.12| = 17 em®
. = . 1 = ot )
12 12

sB*® hs? B 57
E-I_ 2[—+ hs(—-l-—) ]

12 23

1'63+23'13+3 1-252| = 56 em®
= - B _,"' = CImn
Ly =713 12

Iy =

Odp. =

J.= 17-107% m* ], = 56-107%m*
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Temat 6 (2 godziny):

Skrecanie przekrojow osiowo symetrycznych i prostokatnych. Obliczenia walow pednych

Skrecanie zachodzi wtedy, gdy sity zewngtrzne dziatajace na elementy konstrukcyjne
sprowadzaja si¢ do par lezacych na osi geometrycznej tych elementow. Z warunku
roéwnowagi odcigtej przekrojem myslowym czgsci elementu skrgcanego wynika, ze sity
wewngtrzne sprowadzaja si¢ do pary sit, dziatajacych w ptaszczyznie tego przekroju. Moment
tej pary zwany momentem skrecajacym M, w danym przekroju, jest rOwny sumie
algebraicznej momentow zewngtrznych, dzialajacych na element skrecany po jednej stronie
rozpatrywanego przekroju. Przez analogi¢ do osiowego rozciagania wektory momentow
skregcajacych w danym przekroju sa dodatnie, jesli ich wektory skierowane sa na zewnatrz
przekroju.

Obliczenia watow pednych.

W poszczeg6lnych punktach przekrojow poprzecznych watu okragltego wystepuja naprezenia
styczne, prostopadie do promienia i do niego wprost proporcjonalne:

MS'
T, =—p
S
gdzie: 7, - naprezenie styczne w punktach odlegtych o ¢ od $rodka przekroju,
M- moment skrecajacy w danym przekroju,
[a- biegunowy moment bezwtadnosci przekroju watu wzgledem $rodka kota.
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Rozktad naprezen stycznych w przekroju
poprzecznym watu przedstawiono na rys.22.
Ay Najwigksze naprezenia styczne w danym
! przekroju wystepuja we widknach skrajnych dla
- p=r:

gdzie:

jest wskaznikiem wytrzymatosci na skregcanie, a
jego podstawowa jednostka w uktadzie SI jest

Rys.22 Rozktad naprezen tnacych m® . Podstawowy warunek wytrzymatosciowy
W przekroju poprzecznym na skregcanie przyjmuje postaé:
okragtego preta skrecanego.
MS'
Trmax = =k,

gdzie: k, - jest naprezeniem dopuszczalnym na skrecanie.

Przy skrecaniu poszczegolne przekroje poprzeczne watu obracaja si¢ wzgledem siebie o kat
@, zwany katem skrecenia, proporcjonalny do odlegtosci tych przekrojow ! a odwrotnie
proporcjonalny do sztywnosci przekroju na skrgcanie GJ;:

M1 rad] b 180° M.l
GJ, T Gy

Jezeli wal sktada sig z kilku odcinkoéw o réznych sztywnos$ciach przekroju na skrgcanie lub o
roznych momentach skrecajacych, to catkowity kat skrecenia rowny jest sumie algebraicznej
katow skrecenia poszczegolnych odcinkow o statym M i GJ;. Czgsto, szczegdlnie w
maszynach precyzyjnych ograniczone sa nie tylko maksymalne naprgzenia, lecz takze kat
skrecenia:

Ponax = ':prio*p

przy czym dopuszczalny kat skrecenia podawany jest przewaznie w stopniach na 1 m
dtugosci watu. W budowie maszyn @, = i[i]. Skrecanie wystepuje w budowie maszyn
przewaznie w elementach przenoszacych moc w ruchu obrotowym. Najczgsciej podawane sa
przenoszone moce N [kW] oraz obroty watu n[:l—i]. Majac te dane mozemy obliczy¢
przytozone momenty obrotowe M [Nm] z zaleznoSci:

N
M = 9550—
n
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Temat 7 (2 godziny):

Zginanie, wykresy sil tnqcych i momentow gnqcych

Zginaniem nazywamy stan napr¢zenia i odksztalcenia wywotany sitami zewngtrznymi,
prostopadtymi do osi geometrycznej elementu konstrukcyjnego oraz zewngtrznymi parami sit,
lezacych w ptaszczyznie przechodzacej przez tg o§ geometryczna. Elementy zginane
nazywamy w wytrzymatos$ci materiatow belkami. Ogolny przypadek obciazen powodujacych
zginanie przedstawiony jest na rys.25, na przyktadzie belki na dwdch podporach. Pierwszym
punktem rozwiazania belki jest obliczenie reakcji podpor, z rdwnan réwnowagi statyki.
Roéwnanie dobieramy tak, aby otrzymac¢ uktad rozprzgzony, to znaczy, aby w kazdym
réwnaniu wystgpowata tylko jedna niewiadoma reakcja. Dla belki na dwoch podporach
uzyskamy to, uktadajac rownania rownowagi w postaci sum momentow wzgledem jednej z
podpdr, a dla belki wspornikowej w postaci sumy rzutow sit na prosta prostopadta do osi
belki i sumy momentoéw wzglegdem punktu utwierdzenia.

¥ M, M,
RA}' Py (x) s ] 2 RB}'
Ryx A ' 5 ' =
‘i‘sﬁ Y

Rys.25 Ogolny przypadek obciazen powodujacych zginanie.

Sity wewnetrzne w belkach. Sita tnaca i moment zginajacy.

W og6lnym przypadku zgigcia plaskiego sity wewngtrzne w przekroju poprzecznym belki
sprowadzaja si¢ do sity lezacej w plaszczyznie tego przekroju, oraz do pary sit, ktorej wektor
réwniez lezy w ptaszczyznie przekroju poprzecznego belki. Silg tnaca i moment zginajacy M ,
w danym przekroju poprzecznym belki wyznaczamy metoda myslowych przekrojow. Sita
tnaca T, w danym przekroju poprzecznym belki, jest rowna sumie algebraicznej wszystkich
sit prostopadtych do os belki lezacych po jednej stronie rozpatrywanego przekroju. Jezeli
rozpatrujemy czgs$¢ belki lezaca po lewej stronie wybranego przekroju, to wszystkie sity
zewnetrzne dzialajace na tg czes$¢ skierowane do gory wchodza do wyrazenia na site tnaca ze
znakiem plus, a skierowane w dot ze znakiem minus. W przypadku rozpatrywania prawej
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czgsei belki umowa ulega odwroceniu. Moment zginajacy M, (x) w danym przekroju
poprzecznym belki jest rowny sumie algebraicznej momentow wszystkich sit zewnetrznych
dziatajacych po jednej stronie rozpatrywanego przekroju, wzglgdem $rodka geometrycznego
tego przekroju.

M
B -
Ry,
1
Ry A B X
AN
==
x F—
Ry,

—_——

!

Moment zginajacy uwazamy za dodatni , jezeli
wygina belke wypuktoscia w dot ( wywotuje
rozciaganie dolnych witokien, a $ciskanie
gornych). Celem rozstrzygnigcia, jak dany
moment sity zewngtrznej wygina belkg, czyli z
jakim znakiem wejdzie on do sumy momentow
dziatajacych po jednej stronie rozpatrywanego
przekroju postgpujemy nastgpujaco:
odrzucamy podpory, a rozpatrywana czgs¢
belki mocujemy sztywno w tym przekroju,
otrzymujac belke wspornikowa. Belke
obciazamy sita, ktorej moment chcemy ustalic.
Sifa R, wygina rozpatrywana belke
wypuktoscia do dotu, a wigc jej moment
wejdzie do wyrazenia na moment gnacy w
przekroju 1-1 ze znakiem plus.

Moment od sity P; wejdzie do wyrazenia na
moment gnacy w przekroju 1-1 ze znakiem
minus.

Moment od obciazenia ciaglego q(x) wejdzie
do wyrazenia na moment gnacy w przekroju 1-
1 ze znakiem minus.

Moment od momentu skupionego M, wejdzie
do wyrazenia na moment gnacy w przekroju 1-
1 ze znakiem minus.

Rys.26 Umowa co do znakéw momentdéw zginajacych.
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e,

e

b M, M, R
R, P O 55
Ry, A { B X
NN AN
. b o o d
B Xxg | Xay, N
A . . . .
M, Rozpatrywanie lewej czgsci belki
P q(xj e
Ryy ! T(x) T(x)=R,, —P,—q(b—a)
R, A
= M(x)
- Y
— a o
. b ) M(x) = Ry,x3 — Py(x3— a) +
X3
—t - a + b
—a(b-a)(xa - =) + My
M,
—~— D_
Rozpatrywanie prawej czesci belki T(x) - R,
X -
T(x] = _RE}' + P: |{ Eﬁ
c h
M(x) = Ry, %3, — P, [Zxap — c) — M, |- B -

Rys.27 Wyznaczanie sit wewngtrznych w myslowych przekrojach.

Dla okreslenia maksymalnych wartosci sit tnacych 1 momentéw zginajacych oraz przekrojow,
w ktorych one wystepuja, przedstawiamy je graficznie jako funkcje zmiennej niezaleznej x,
sporzadzajac wykresy sit poprzecznych (tnacych) i momentow zginajacych. Wykresy te
rysujemy pod schematem rozwiazywanej belki z zachowaniem skali dtugosci 1 skali sit. Przy
rysowaniu i sprawdzaniu prawidtowosci wykonania wykreséw bardzo pomocne sa zaleznosci
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rézniczkowe, wiazace ze soba moment zginajacy, silg tnaca i nat¢zenie obciazenia w danym
przekroju belki:

dT (x
1 ) _ —q(x)
dM,(x)
£ = T(x)
a stad:
d? X
—zf( ) —q(x)

Z powyzszych zalezno$ci wynika, Ze natezenie obciazenia ciaglego q(x), ze znakiem minus,
jest pochodna funkcji sity poprzecznej T (x), a funkcja sity poprzecznej T (x), jest pochodna
funkcji momentu gnacego M, (x) wzgledem zmiennej x. Natgzenie obciazenia ciaglego q(x)
skierowane w dot uwazamy za dodatnie, a w gore¢ za ujemne. Z matematycznej analizy
wiadomo, zZe jezeli pochodna jest dodatnia to funkcja jest rosnaca, jezeli jest rowna zeru, to
funkcja jest stala, jesli jest ujemna to funkcja jest malejaca.

Wynika stad, Zze na odcinkach belki, na ktérych nie ma obciazenia ciaglego, sila tnaca
jest funkcja stata. Wykres tej sily jest linia prosta rownolegta do osi odcigtych. Moment
zginajacy jest funkcja pierwszego stopnia (liniowa), przy czym w przedziatach gdzie sita
tnaca jest dodatnia funkcja momentu jest rosnaca, a gdzie ujemna — malejaca.

Na odcinkach belki z obciazeniem ciaglym roztozonym réwnomiernie ( g(x) = const), sita
tnaca jest funkcja pierwszego stopnia (liniowa), a moment zginajacy funkcja drugiego stopnia
(parabola). W przekroju, w ktorym sita tnaca zmienia znak przechodzac przez zero, moment
zginajacy osiaga ekstremum lokalne.



