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Materiaty dydaktyczne

Matematyka
Semestr Il

Wyktady
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| Przedmiot: | MATEMATYKA

Kierunek: Mechatronika

Rozkiad zaje¢ w czasie studiéw — Studia pierwszego stopnia

. . Liczba godzin Liczba godzin
Semestr L\I,?,Zsbeangggggl w tygodniu w semestrze krzgn'lt(gzve
WI[C[L[S|=|[W]J]CJ[LJ]S y
Il 15 1 2 - - | 45 15| 30 — — 4

Zwiazki z innymi przedmiotami:

— fizyka,

— mechanika techniczna,

— wytrzymala¢ materiatow,

— podstawy konstrukcji maszyn,

— elektrotechnika i elektronika,

— automatyka i robotyka,

— metrologia i systemy pomiarowe.

Zakres wiedzy do opanowania

Po wystuchaniu wyktaddéw przewidywanych programeazanykonaniutwiczen student
powinien:

Znaé¢ -

1) Definicje i podstawowe twierdzenia dotyce zbioru liczb zespolonych, macierzy,
wyznacznikow i uktadoéw rowneliniowych.

2) Rachunek wektorowy, réwnania ptaszczyzny i prosteyzestrzeni R

3) Definicje i podstawowe twierdzenia dotyce wszechstronnego badania przebiegu
zmienndci funkcji jednej zmiennej rzeczywistej.

4) Podstawowe zagadnienia dotyce rachunku réiniczkowego funkcji wielu zmiennych.

5) Podstawy rachunku catkowego (catka nieoznaczoniea canaczona, catki niewdaiwe,
catki wielokrotne i krzywoliniowe).

6) Kryteria zbienoici szeregdéw liczbowych, podstawowe twierdzenia defye szeregow
funkcyjnych.

7) Sposoby rozwizywania wybranych typdw rownha rézniczkowych zwyczajnych
pierwszego i drugiego ¢du.

8) Elementy rachunku prawdopodohstwa, podstawy statystyki matematycznej.

Umie¢ -
1) Wykonywa dziatania na liczbach zespolonych i macierzachiczdg wyznaczniki oraz

rozwigzywat uktady rowna liniowych metod macierzowg, za pomog wzoréw Cramera
oraz w oparciu o twierdzenie Kroneckera-Capellego.

Projekt ,Rozwdj i promocja kierunkéw technicznych w Akademii Morskiej w Szczecinie”
Akademia Morska w Szczecinie, ul. Waly Chrobrego 1-2, 70-500 Szczecin

2



WA g

ST UNIA EUROPEJSKA ** ok
KAPITAL LUDZKI ¥ EUROPESSKI | % »
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI Eety FUNDUSZ SPOLECZNY * 4k

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

2) Przeprowadzawszechstronne badanie funkcji jednej zmiennejayeiste].

3) Wyznaczé calki nieoznaczone, oblicza calki oznaczone, podwodjne, potrdjne
i krzywoliniowe, stosowarachunek catkowy w geometrii i przedmiotach technych.

4) Wyznaczé ekstrema lokalne i warunkowe funkcji wielu zmieohy bada zbieznosé
szeregoéw liczbowych i funkcyjnych, rozwdjunkcje w szereg Taylora.

5) Rozwigzywat wybrane typy rowna rézniczkowych zwyczajnych i @stkowych
pierwszego i drugiego ¢du.

6) Obliczat prawdopodobigstwo zdarzé losowych, wyznaczaestymatory i przedziaty
ufnosci, stosowa testy statystyczne do weryfikacji hipotez statgztych.

Tresé zaje¢ dydaktycznych

Nr Tematy i ich rozwinicie Liczba godzin
tematu y ng el W T CTLTS

Semestr Il

1. |Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej rzeczywisgj:l 5 5| - - -
calka nieoznaczona, podstawowe twierdzenia, m
catkowania, catkowanie funkcji wymiernych, niewymrigch
i trygonometrycznych, catka oznaczona (definicjadiug
Riemanna), podstawowdwierdzenia i wiasni catk
oznaczonej, catki niewdaiwe, zastosowania catki oznaczq
W geometrii.

2. |Rachunek ré&niczkowy funkcji wielu zmiennych: zbiory| 4 4 | —| —-| -
ptaskie, definicja funkcji wielu zmiennych, granicaiagtos¢
funkcji dwoch zmiennych, pochodne gstkowe, pochodh
funkcji ztozonej, r&niczka zupetna, pochodne gstkowe
i rozniczki zupetne wyszych rzddw, zastosowanie zdiczki
zupetnej w rachinku bkdow, wzoér, Taylora, ekstrema funk
wielu zmiennych.

3. [Rachunek catkowy funkcji wielu zmiennych: cefinicig 4 4 | —| —-| -
i podstawowe wiasrigi catki podwojnej w obszar
normalnym, catka potrojna, zamiana calek wielokyomng
catki iterowane, zamiana zmiennych, catki krzywoliniow
twierdzenie Greena, zastosowania geometryczne
wielokrotnych i catek krzywoliniowych.

4. |Szeregi liczbowe i funkcyjne:definicja szeregu liczboweq 2 2 | - -] -
kryteria zbignoici szeregdbw o wyrazach nieujemny
szeregi naprzemienne, szeregi liczbowe warun
i bezwzgkdnie zbigne, chgi i szeregi funkcyjne, szerg
potegowe, szereg Taylora.

Razem 15 15 S I

I. Metody dydaktyczne

Przedmiot jest realizowany w formie wyktadowwiczen rachunkowych na |i Il roku
studiow. Pomoce dydaktyczne stangwi
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literatura podstawowa i uzupetnjap do wyktadow twiczen rachunkowych,
dzienniczki studentow.

II. Forma i warunki zaliczenia przedmiotu
[I-1. Forma i warunki zaliczenia wyktadow

obecnd¢ studenta na wyktadach,

uzyskanie pozytywnych ocen z 2 sprawdziandw pis@mny chgu semestru
przeprowadzonych w terminach uzgodnionych ze stiaden

egzamin po | semestrze,

zaliczenie z ocenpo Il semestrze,

egzamin po Il semestrze.

[I-2. Forma i warunki zaliczenia ¢wiczen rachunkowych

obecndc¢ studenta nawiczeniach,

uzyskanie pozytywnych ocen z 2 sprawdzianéw pis@mny chgu semestru
przeprowadzonych w terminach uzgodnionych ze stiadein

zaliczenie z ocen
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WII1 CALKA NIEOZNACZONA

1. Definicja caltki nieoznaczonej
2. Podstawowe twierdzenia

3. Metody catkowania

4. Catkowanie funkcji wymiernych

1. W rachunku riniczkowym rozwizywalismy nasg¢pujace zadanie: mag funkcg F(X)
znajdowalémy jej pochodn F '(x) = f (X). Obecnie rozwzemy zadanie odwrotne: maj

dary funkcje f (x) bedziemy znajdowa funkcje F(x), ktérej pochodna réowna jest danej

funkciji.
Definicja
Funkcg F(x) taks, ze jej pochodna rownagsdane] funkcji
f(x) dlaxO(a, b) tzn.F'(x)= f(x)
nazywamyfunkcj g pierwotna funkcji f (x). Jezeli dwie funkcje maj w pewnym przedzial

réowne pochodne, to magdznic si¢ co najwyzej o stad

(x O(@, b) f'X)=g'(X)= f(x)=9g(x)+C, gdzieC - dowolna sta}a

Z twierdzenia tego wynikaze jezeli F(X) jest funkcyj pierwotry, to dowolna funkcj
pierwotna funkcijif (x) jest postacG(x) = F(x) +C.

Definicja
Zbior funkcji pierwotnych danej funkcfi(x) nazywamycatka nieoznaczom funkcji
f (X) i oznaczamyg symbolem J' f (X)dx=F(x)+C

(czytamy ,catkaf (X) po dx”), gdzie F(X) oznacza dowolnfunkcje pierwotry funkcji f (x).

Funkcg f (X) nazywamy funkg podcatkowd, a liczle C — stay catkowania. Wyznaczenie

funkcji pierwotnej nazywamy catkowaniem. Catkowanest dziataniem odwrotnym ¢
rézniczkowania. Nalgy jednak podkrdi¢, ze catkowanie jest trudniejsze

rozniczkowania.

Twierdzenie

Kazda funkcja cigta w pewnym przedziale jest w tym przedziale caikima.

D

52

lo
od
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Twierdzenie
a) [jf(x)dx]' =£();b) [ (gdk=TF(x+C.

Twierdzenie

Zatozenie: istnieg funkcje pierwotne funkcii (X) i g (X).
Teza:

a) czynnik staty mana wyhczy¢ przed znak ca’fk]' k Of (x)dx = kj f(x)dx kOR

b) catka sumy réwnassumie ca+ekj[f (x) + g(x)]dx:j f (x)dx +j g(x)dx

2. Metody catkowania

Catkowanie przez cesci
Jezeli funkcje f, g DCl(Xp) to Jf'(x)g(x)dxz f(x) Eg(x)—-[ f (x)g'(x)dx
Catkowanie przez podstawiani€metoda zamiany zmiennych).

Jezeli funkcja f jest catkowalna w przedzial@,b) i funkcja x=g(t) JC'((a,3)) oraz
a<g(t)<pB to [ f(xax=[flgt)]g )t .

3. Catkowanie funkcji wymiernych

Funkcp wymierrg nazywamy iloraz dwéch wielomianow.

. o . . : . . Fi(x)
Jeeli F,(x),G,(x) sa wielomianami stopnia i m, gdzie n<m woéwczas funkgj 6o
nazywamy funkg wymierrg wiasciwa, jezeli natomiastn>m, to funkcg t¢ nazywamy
funkcja wymiermg niewtasciwa.

Funkcg wymierrg niewtaciwg przedstawiamy w postaci sumy wielomianu i funkcji
wymiernej wiaciwej:

Hpom(X)+ g‘;(();)) (k<m)

Funkcg wymierrg wiasciwg rozktadamy na suen utamkéw prostych, tzn. funkgj
wymiernych postaci:

Ln’ LB“n’ nON gdZieA=b2—4ac<0
(x-a) (ax2+bx+c)
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Catkowania utamkoéw prostych

1. j—dx Alln|x-4/+C,
2. j Ajdxn: A E ! —+C, n>1
(x-=a)" 17N (x-a)
Literatura:P1. Roz. V, § 5.1.1-5.1.42. Roz. VIlI; R. Roz. X, § 10.1
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WIIZ2 | CALKOWANIE FUNKCJI NIEWYMIERNYCH | TRYGONOMETRYCZNYCH

1. Catkowanie funkcji niewymiernych
2. Catkowanie funkcji trygonometrycznych

1. Niech R(u, v) oznacza funkejwymierrg zmiennychu, v.

1.J.R£x,1n/aX+b]dx , ad-bcz0.
cx+d
nax+b

Podstawienie (sprowadzamy caitto caitki funkcji wymiernej) ~d

2. IR(X m)dx

=t.

funkcji wymiernych)

Ja x+t, a>0
VJax2 +bx+c = Ixt ++/c, c>0
t(x=x,), A>0

x, — jeden z pierwiastkéw tréjmianax® +bx +c.

Przypadki szczegdlne

i) dx , podstawienie f(x) =t.

3]m

a. o

vax?+bx+c

Sprowadzamy trojmiamx?® + bx + ¢ do postaci kanonicznej i otrzymujemy cafki typu:

J- agt—t -arcsmﬁ+c lub '[\/tz— Int +Vt2 +k|+C.

podstawiamyx—a ==

Podstawienia Eulera (na ogot nieefektywne, prowagtz do skomplikowanych caile

2k

5 '[( (Ax+B)dx

x=alNax? +bx+c
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2. Catkowanie funkgcji trygonometrycznych

Catke postacij R(sinx, cos<)dx, gdzieR jest funkcyj wymierrg zmiennychsinx, cosx
mozemy zawsze sprowadzdo catki funkcji wymiernej stosgg podstawienie (uniwersaln

X
tg— =t
g 2
Wéwczassinx, cox dx s3 funkcjami wymiernymi zmienne;

. 2 1-t2 2dt
SINX =——, COX = , =
1+t2 1+t2 1+t2

PrzypadkKi szczegdlne

1. Jeeli R(-sinx, cox)=-R(sirx ,cos) (R jest funkcy nieparzyst wzgledem sinx),
podstawiamy:cosx =t.

2. Jeeli R(sinx,- cox)=-Rsi ,cog) (R jest funkch nieparzyst wzgledem cosx),
podstawiamy:sinx =t.

3. Jeeli R(-sinx,-cox)=R(six ,cog) (R jest funkchj nieparzyst wzgledem

sinxi cox jednoczénie), podstawiamytg x =t.

Literatura:P1. Roz. V, § 5.1.5, 5.1.8°2. Roz. VIII.
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WII 3 CALKA OZNACZONA

1. Definicja catki oznaczonej
2. Podstawowe wtasio catki oznaczonej

1. Definicja catki oznaczonej(wg Riemanna

Niech f bedzie funkch okreslong i ograniczog w przedziale domkgtym (a, b>.
Dokonujemy podziatua, przedziatu (a,b) (w sposéb dowolny) nan podprzedziatéw
(X1, %), (i=12,...n) o diugdciach Ax, = x; - x,_,. Nastpnie wybieramy (dowolnie) punkty
posrednie €, O(x,_,, x;) oraz tworzymy sug o, (sumg catkows) o, =>" (& )Ax

i=1
Ciag podziatéw(A,) przedziatu(a, b) nazywamynormalnym ciggiem podziatéw, jeeli
lim 5, =0, gdzie §,, = maxAx; .

n-oo 1<i<n

>

Jezeli ciag (Gn) jest zbieny do tej samej granicy, dlax@dego cigu podziatdbw normalnyc
(A,), niezalgnie od wyboru punktéw poednich &, to funkcg f(x) nazywamy
catkowalry w przedziale(a, b>, a granie lim o, nazywamy catk oznaczogn funkciji f(x)

b
w granicach oé dob i oznaczony symbolenﬁ f(x)dx

a

1

D C—
—
—_
X
N—

lim o, = lim Zf
i-1

n- o n- o

a— dolna granica catkowanib— gorna granica catkowania.

a

Ponadto przyjmujemy;e j x)dx =0 orazj dx = —j f(x)ox.

b

2. Podstawowe wiasnsei catki oznaczone.

b
Af (x)ex =A[ £ (x)obx AOR
b

[ f(x)+ g(x)]dx = '[ i (x)dx+j2 g(x)dx

a

QY C—T »—T
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4. Jeeli f(x)<g(x) dlaxO(ab), t j X)dx < fg

5. Jeeli f(x) jest funkcy ciaglta dla xO(a,b), to istnieje &O(a,b) takie, ze
b
j f(x)dx =f (£)(b-a) (twierdzenie o warti sredniej)

a

6. Jeeli f(x) jest funkcy ciagta w przedziale(a,b) oraz F(x)jest dowolm funkcja
pierwotry funkcji f(x) w tym przedzialéF'(x) = f(x)), wéwczas

b

J f(ax=F(o)- F(a) = F(x)"

Newtona - Leibniza)
7. Wz06r na catkowanie przezeéei dla catki oznaczonej

(podstawowy wzor rachunku catkowego —wzor

Jeceli f(x), g(x)OC{(ab)) to
j f(x)g(x)dx = x)z—j f (x)g'(x)dx
8. Jeeli f(x) jest funkcj ciggta w przedziale(a,b) oraz

x=¢(t) OC*((a, B)), gdzie ¢(a) = a, ¢(B) =b, ponadtos(t) I(a,b) gdy
O{a, B), wowczas

b B
j f (x)ax =j t[6(t)]¢'(t)dt (zamiana zmiennych w calce oznaczonej)

a a

Literatura:P1. Roz. V, 8§ 5.2.1, 5.2.2P2. Roz. X;R. Roz. X, § 10.2.
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WII 4 CALKI NIEWLA SCIWE

1. Catka niewtéciwa | rodzaju
2. Catka niewtéciwa Il rodzaju

1. Calka niewtasciwa | rodzaju
1.1.Funkcjaf jest okrélona i ograniczona dla D(a, b)

b b-&
oraz lim f(x) =+ (-), wowczasj; WX)dXzi”} {f(x)dx.

X-b~

1.2.Funkcjaf jest okrélona i ograniczona dla D(a, b)

b b
oraz lim f (x) = +o0 (—o0) Wowczasj; f(x)dx = lim aj;gf (x)ax.

2. Catka niewtasciwa Il rodzaju

o0 A
2.1. Funkcjaf jest okrélona i ograniczona dla D(a, o), Wéwczasj. f(x)dx = lim | f(x)dx.

Ao o
a a

2.2. Funkcjaf jest okrélona i ograniczona dla D(—oo, b) , wowczas
b b

[ £(x)ebc= fim [ £ (x)dx.

—0 B

2.3. Funkcjaf jest okrélona i ograniczona dla (-, )
Wéwczasj f(x)dx = I f(x)dx+jf(x)dx, cOR.

Calki niewtagciwe nazywamy zbigwymi, gdy istnieg skaiczone granice definiggych

je catek oznaczonych. Calki niewtawe, ktore nie $ zbiezne, nazywamy catkan

rozbieznymi.

Literatura:P1. Roz. V, 8 5.2.3.
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WII 5 ZASTOSOWANIA GEOMETRYCZNE CALKI OZNACZONEJ

1. Pole figury ptaskiej

2. Dlugas¢ tuku krzywej ptaskiej
3. Obgtos¢ bryty obrotowej

4. Pole powierzchni obrotowej

1. Pole figury ptaskiej (rys. 1)

a) y="f(x), f(x)=0, x O(a, b)
D: asxs<hb
0<ys< f(x)
Yy
D[ = [ f(x)ax
‘ a b >
Rys. 1
b) y=1(x), f(x)<o0, x O(a, b) (rys.2)
: as<x<b
f(x)<y<0
. yﬁ a b X
|D|=—'[f(x)dx
Rys. 2

2. Dlugos¢ tuku krzywej ptaskiej

Niech || oznacza dtugd@ tuku krzywej ptaskiejr .

1. KrzywaT okreslona jest rownanieny = f(x) w przedziale(a b),  f(x) OC'((a, b))
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|F|=ffﬁ1+[f'(x)]2dx.
= o(t), y=ut w przedziale

2. KrzywaT okreslona jest w postaci parametrycznejz ¢(t), y = y(t)

@, B). ¢.wOC(ct, B)
ri=] o w0

3. Objetosé bryly obrotowej
1. Objetosc |V| bryty utworzonej przez obr6t dokota osix krzywej ' okreslonej

réwnaniemy = f(x) w przedziale(a, b), f(x) =0, f OC((a,b))
b

V| = T[” f (x)]zdx
2. Objetos¢ |V| bryty utworzonej przez obrot dokota osi Rrzywej I' okreslonej w postac]
parametrycznek = y(t), y = y(t) w przedziale

(a, B), gdzie y(t)=0, ¢, yOC(a,B))
V= bR i)

4. Pole powierzchni obrotowe
1. Pole p0W|erzchn||P| bryty utworzonej przez obrot dokota osi krzywej

| okrelonej réwnaniemy = f(x) w przedziale
(ab), f(x)20, f(x)OC((a,b)):
A= 2n'[1/1+[ £(x)] £ (x)dx

2. Pole powierzchnjip| bryty utworzonej przez obrét dokota osi Krzywej I
= t i

okrelonej w postaci parametrycznej= ¢(t), y = y(t) w przedzialg(a, )
gdziep, p OC*((a, B)), ¢ jest funkch monotoniczg, natomiast

Y(t) = odlat O{a, B)
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pt=2nf o (O ~[w (0] w0 .

Literatura:P1. Roz. V, 8 5.2.2P2. Roz. XI.

WII 6 FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH

1. Funkcja dwéch zmiennych
2. Grania i cigtos¢ funkcji dwoch zmiennych

1. Funkcja dwdch zmiennyct

NiechZ oznacza zbi6r punktow(x, y) ptaszczyzny.
Funkcp dwdch zmiennych (z= f(x, y)) x,y okrelong w zbiorze Z nazywamy
przyporadkowanie kademu punktowiP(x, y) 0Z doktadnie jednej liczby OR (R — zbior
liczb rzeczywistych) f:Z- R

Litery x,y nazywamy argumentami (zmiennymi niezalgmi) z nazywamy wartecia
funkcji (zmienna zatna), f jest symbolem funkcji, zbi6Z nazywamy dziedzin funkcji.
Jezeli dziedzina funkcjif nie jest podana, wowczas przyjmujemie jest ni zbior
wszystkich punktowP(x, y) ( par liczbx, y), dla ktérych wzérf(x, y) ma sens (dziedzin

naturalna).

2. Granica funkcji dwoch zmiennyck
Definicje granicy funkcji
1. Definicja granicy funkcji dwéch zmiennych wedtug Caichy’ego

Zaktadamyze funkcjaz= f(x, y) jest okrélona w zbiorzeD oraz Py(x, o) OD jest

punktem skupienia zbiorD.

Liczbe g nazywamy granig (podwaojry) funkcji f(x, y) w punkcie By, jezeli dla dowolnej
(kazdej) liczby >0 istnieje taka liczbad >0, ze dla kadego punktuP(x, y) nalezacego

do gisiedztwas, punktu R, 0 promieniud spetniona jest nierowsé |f(x, y)-g/<«.

a
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L L L
lim f(x, y)=g - €>0 8>0 P(x, y)OD
yﬂy(:)

O<\/(x—x0)2+(y—yo)2 <5:>‘f(x, y)—g‘<£
2. Zbieznos¢ ciagu punktow

Ciag punktow(P,(x,, ,)) jest zbieny do punktup,(x,, y,). jezeli lim x, =x, i lim y, = y,.

Oznaczamylim B, = R, .

3. Definicja granicy funkcji dwéch zmiennych wedtug Hénego

Liczbe g nazywamy granig (podwojm) funkciji f(P)= f(x, y) w punkcie Ry(x,, y,), jezeli
dla kadego cigu punktéw(F;(xn, yn)) P, OD, P, #P,

zbieznego doPR,, odpowiadajcy mu cag wartagci funkcji (f(F;)) = (f(xn, yn)) jest zbieny

dog.

L
lim f(xl y) =g (Pn), P, #PR, lim P, =R, = Ilim f(Pn) =g

X - Xp n- o n— o
Y-Yo

Definicje granicy funkcji wedtug Cauchy’ego i Hegwes rownowane.

3. Ciagtos¢ funkcji

Funkcg f(x,y) nazywamy cigta w punkcieP,(x,,Y, ) jezeli lim f(x,y) = f(x,,¥,), P,
X=X,
Y-Yo

nalezy do dziedziny funkcji.

Literatura:P1. Roz. VI, § 6.1, 6.2P2. Roz. XVA.
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WII 7 POCHODNE CZ4STKOWE. POCHODNE CZSTKOWE WYSZYCH
RZEDOW

1. Pochodne egstkowe
2. Pochodne gatkowe wyszych rzdow

1. Pochodne castkowe pierwszego rgdu

Niech funkcja f(x,y) bedzie okrélona w otoczeniuU, punktu Py(x, y,) oraz
P(Xo + A%, Vo), Ps(Xor Yo +Ay) OU,.

1. Jeeli istnieje granica wkxiwa Jim_ (%o 32)) (Xo: Yo)
X X

to nazywamy g4 pochodn czystkowg rzedu pierwszego funkcjif(x, y) wzgledem x w
punkcie Py(x,, ¥o) | 0znaczamy symbolem

9 (p) ub %(xo,yo) badz (X0, )

. . . f(Xg, Yo +AY) - f(X,,
2. Jaeliistnieje granica wieiwa  lim (%. Yo Ay) (%o ¥
Y- \

to nazywamyg pochodia czastkows rzedu pierwszego funkgiif (x, y) wzgledem zmienne
y w punkcieRy(x,, y,) i 0znaczamy symbolem

of , ,
—y(PO) lub @(xo,yo) badz fy(xo,yo)

W praktyce przy obliczaniu (wyznaczaniu) pochodnychstkowych korzystamy Zz
wzoréw na pochodne funkcji jednej zmiennej, zakiacliaze druga zmienna jest parametr

(stah).
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2. Pochodne castkowe wyzszych rzdow

Pochodne cgstkowe pierwszego ¢du pochodnych%,i nazywamy pochodnyn

oy
czastkowymi rzdu drugiego funkgjif (x, y).

ox\ox/ x>
i(_fj = aZf =f"
oy \ox/  0yox

of

0 (afj_azf .
—|=|====f,
oy\ay) ay’
Pochodnef i f; nazywamy pochodnymi mieszanymi drugiegedre Jeeli f) i f;sa

ciggte w obszarze D tmssobie rowne (twierdzenie Schwarza).

Pochodnymi cgstkowymi rzdu n nazywamy pochodneastkowe pochodnych ¢du n-1.
Funkcg f(x,y) nazywamy funkgj klasy C" w zbiorze D(f DC“(D)), jezeli ma ona w

zbiorzeD ciggte pochodne estkowe do rzdu n wiacznie.

Literatura:P1. Roz. VI, § 6.3.1, 6.3.2P2. Roz. XVB.
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WiII 8 ROZNICZKA ZUPELNA. WZOR TAYLORA.

1. R&niczka zupetna
2. R&@niczki zupetne wyszych rzdéw
3. Wz6r Taylora

1. Rézniczka zupetne

Dana jest funkcjaz = f(x, y) majca pochodne @stkowe w punkcieR,(x,, y,) oraz punkf
P(x, y). PunktyR,, P naleza do dziedziny funkcjf.
Przyrostem funkcjif w punkcie P, dla przyrostu argumentowAx, Ay nazywamy
wyrazenie Af = f(x, +8X, yo+8y) - f(Xo, o), 9dZie AX = X=Xy, Ay = y—Y,.

Wyrazenie d, f =%(XO, yo)Ax nazywamy raniczka czastkowg funkcji f wzgledem x w

punkcie P, dla przyrostu argumentuix, analogicznie wyrzenie df =%(xo,yo)Ay

nazywamy raniczka czastkowg funkcji f wzgledemy w punkciePR, .
Sung rézniczek castkowych funkcjif w punkcie P, nazywamy réniczky zupetry i

oznaczamy symbolendf (x,, y,) (lub df)

of of
df (XOv YO) = O_X(XO' yo)dx"'w(xo' YO)dy

gdziedx =Ax=x-X%,, dy=Ay=y-y, Sarozniczkami zupetnymi argumentowyy.
Rézniczka zupetng funkcji n zmiennychf = f(x, x,,...,%,) nazywamy wyraenie

& of
df —;a(Po)dxi
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gdZie Xm = AXI = XI _XOI y I :1,2, ...,n .
Dla matych przyrostow argumentovx, Ay zachodzi nagpujaca rownd¢ przyblizona
Af = df .

Stad otrzymujemy wz0r na przylilbne obliczanie wartei funkcji

of of
f(x, Y) = f(xo- y0)+a_X(X0! YO)AX"'E(Xo- YO)AY

gdzie Ax=x-x,=0, Ay=y-y,=0.

2. Rozniczki zupetne wyzszych rzdow

Zaktadamyze f 0C?*(D)

Rézniczka zupetng drugiego rzedu funkcji f(dzf)nazywamy raniczke zupeiny
rézniczki zupetnej tej funkciji

o’ f 0°f

dxdy + —- dy?
x X ay? Y

2
9 ]; dx? +2
ox oyo

d?f =d(df) =

2.2. Zaktadamyze f OC"(D)

Rézniczka zupetna rzedu n funkciji f(d”f) nazywamy raniczke zupetry rézniczki
zupeinej redu n-1 tej funkgcji
dnf :d(d“‘lf), n=23.. dnf =Z[Da_—fkdx”‘kdyk
k=0
Zapis symboliczny (analogia do dwumianu Newtona

gdzie symbol (n) oznacza pochodn czgstkowg n rzedu (odpowiednikn potgi w
dwumianie Newtona).

3. Wzér Taylora

Zaktadamy,ze funkcja z= f(x, y) ma cagte pochodne astkowe w otoczeniwJ,
punktu  Py(x,.¥,) oraz  punkt P(x,y)OU,. Woéwczas istnieje  punkt
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R(xo+6x, yo+6y) OU,, 0<0<1 taki,ze

2 n-1 n
f(p)= f(py)+ UL HR), 0TI 9TM(R),
1 2 (n— ])! Al
gdzie r@niczki zupetne obliczanegyslla przyrostowdx = x—x,, dy = y - y,.

Dla n=2 wz0r Taylora jest postaci
of of
f(X, Y) = f(XO' YO) +a_X(XOv YO)dX"'E(Xo: YO)dY"'
1(0%f 0% f
+E(a7(xo +6x, Y, +By)dx” + Zw(x0 +0y, y, +6y)dxdy +

0% f 5
V(XO +6x, y, +6y)dy

W przypadku gdy punkP, (0Q)wzér Taylora nazywamy wzorem Maclaurina. Dia1
wzér Taylora nazywa siwzorem Lagrange’a o przyrostach skmonych.

Literatura:P1. Roz. VI, § 6.3.3.
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WII 9 EKSTREMA FUNKCJI DWOCH ZMIENNYCH

1. Ekstrema lokalne funkcji
2. Warta¢ najwigksza i najmniejsza funkcji

1. Ekstrema lokalne funkciji.
1. Warunek konieczny istnienia ekstremum

Jezeli funkcja f(x, y) ma pochodne gstkowe pierwszego ¢du w punkcieR,(x,, y,) i ma
w tym punkcie ekstremum, to

o pyoo o (p)-
&(F}))—O, aX(PO) 0.

Punkt P, nazywamy wowczagpunktem stacjonarnym (punktem krytycznym) funkc]
f(x,y).

2. Warunek konieczny i dostateczny istnienia ekstna

D

Zaktadamy,ze funkcja f(x,y) ma w otoczeniuU, punktu Py(x,, y,) Ciagte pochodn
czastkowe drugiego kdu.

21 o
: ox>  0xo
Niech W(x, y) = a;(f azfy

oxdy dy?

Funkcja f(x, y) ma w punkcieR,(x, y,) ekstremum, jeeli spetnione $warunki

of [\ _ of [\ _
1) &(PO)—O, a—y(PO)—O
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2)  w(Rr)>o0.

2 2
Ponadto, jeeli %(PO)>O [Iub %(PO)> o) to funkcja f(x, y) ma w punkcieP,(x,, o)
. N 9% f . .
minimum, jezeli W(PO)<O (lub W(Po)<o), to funkcja f(x, y) ma w punkcie P,

maksimum. Jeeli W(R,) <0, to funkcja f(x, y) nie ma ekstremum w punkcig(x,, y,) .
Jezeli W(R,) =0, wowczas funkcjaf (x, y) moze miet ekstremum w punkcié,(x,, y,) lub

nie (naley np. bada znak przyrostu wartei funkcji w otoczeniu punktw?, (definicja)).

2. Warto§¢ najwieksza i najmniejsza funkcji

Funkcja f(x, y) ciagla w obszarze domkgtym i ograniczonymD =DOT (I — brzeg

obszaruD) przyjmuje warté¢ najwicksz i wartagé¢é najmniejsa (ekstremum absolutn
w tym obszarze

D
~—

Sposdéb znajdowania warfoi najwigkszej i wart@ci najmniejsze;j

a) Znajdujemy punkty stacjonarnezdee wewntrz obszarlD (nie musimy badaistnienia
ekstremum w tych punktach) oraz obliczamy waitéunkcji f(x, y) w tych punktach.

b) Wyznaczamy najmniejga najwickszg wartas¢ funkcji f(x, y) na brzegur obszaruD
(badanie przebiegu zmiendwod funkcji jednej zmiennej).

c) Porownujemy otrzymane w a), b) wadb Najwicksza (najmniejsza) z nich jest
wartcécia najwiekszy (najmniejsa) w catym obszarz® .

Literatura:P1. Roz. VI, 8§ 6.4.1, 6.4.2P2. Roz. XVVC, D.
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Wil 10 CALKI WIELOKROTNE

1. Catka podwodjna
2. Calka potrojna

1. Catka podwojna. Definicja

Niech f(x,y) bedzie funkcj ciagta w obszarze domkgym D. ObszarD dzielimy w
sposob dowolny na obszaréw cgciowych oy, 0,,...,0, 0 polachAc,, Ao, ...,Ac,, . Niech
d, oznaczasrednie¢ obszaruo; (najwiksz z ckciw) oraz d, =]r223<di, o, hazywamy
$rednig podziatu A, obszaruD. Ciag podziatow A, obszaru D nazywamy normalnyn

ciagiem podziatow, jeeli lim 5, =0.

n- oo

Tworzymy sumg S, = f(R)Ag;, nazywan sumy catkows.

i=1
Jeeli dla kazdego normalnego gju podzialdw obszarD ciag sum ca}kowych(Sn) jest
zblizony do tej samej granicy wieiwej, niezalenej od wyboru punktéwP, to granie te
nazywamy catig podwojrg funkcji f(x, y) w obszarzeD i oznaczamy symbolem

” f(x, y)do lub ” f(x, y)dxdy, czyli H f(x, y)dcr:r!im Zn: f(x, y;)Ao; .

5,011

=)

2. Caftka potréjna

Definicja cafki potrojnej jest analogiczna jak ddie catki oznaczonej i catki podwaojne;.

Catke potréjrg oznaczamy symbolem

A4

—

Iy f(x y, 2)av lub j\ﬂ f(x, y, 2)dxdydz
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1%

Zamiana calki potréjnej na calk iterowary

Przestrzenny obszar domigyi V« okreslony nieréwndgciami
asxsb, a(x)<y<B(x), ¢(x, y)sz<y(x,y)
gdzie a, B s3 funkcjami cagtymi dla x D(a, b) oraz ¢, 53 funkcjami caglymi w obszarz¢

D opisanym dwiema pierwszymi nieréwsiami, nazywamy obszarem normalnym

wzgledem ptaszczyzny X¥.
Analogicznie okrélamy obszary normalne wzglem ptaszczyznX¥, OYZ.

Jezeli funkcjau= f(x, y, z) jest chgta w obszarz&/,, to
b [ B(X)][ w(xy)
If(x,y,z)dz dy pdx

”J. f(x y, z)dxdydz=f J.
v, a (a(x)[ o(x.y)

Literatura:P2. Roz. XVI, XVII.

Projekt ,Rozwdj i promocja kierunkéw technicznych w Akademii Morskiej w Szczecinie”
Akademia Morska w Szczecinie, ul. Waly Chrobrego 1-2, 70-500 Szczecin
25



NMa 4, *

N UNIA EUROPEJSKA **
KAPITAL LUDZKI EUROPESSKI | % »
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI .‘”eez\:::*" FUNDUSZ SPOLECZNY * 4k

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Wil 11 CALKI KRZYWOLINIOWE

1. Catka krzywoliniowa nieskierowana
2. Calka krzywoliniowa skierowana
3. Twierdzenie Greena

1. Catka krzywoliniowa nieskierowana. Definicja

Niech  funkcja z=f(x,y) bedzie okrélona na krzywej regularmngj
M:x=¢(t), y=y(t),t O(a,p). Przedziat (a, B) dzielimy na n podprzedziatéw (t,_,,t;)
(i=1,2,...n). Wéwczas dhugé As i-tego tuku czsciowego krzywejr

t
85 = [ (0] +[w(D)] e
tia
Wybieramy punkty p&rednie §; O(t, ;. ;) oraz tworzymy sum o, :

On = Z t(x, i)as , gdziex, = (&), vi = W(&)

i=1
Jezeli ciag (Gn) jest zbieny do tej samej granicy, dla ¥@ego cigu podziatdbw krzywejr ,

niezalgnie od wyboru punktow &, to granie t¢ nazywamy catk krzywoliniows
nieskierowan (pierwszego rodzaju) po krzywe€ji oznaczamy symbolerﬁ f(x y)ds tzn.
r

lim o, = Ini[nmzn: f(x. vi)0s =I f(x y)ds
i=1 r

n—- o

Zwigzek medzy callg krzywoliniowg a catkg oznaczog
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1. Jeseli funkcja z= f(x, y) jest chgta na krzywej regularnej

r:x:q)(t),y:qJ(t),tD(a,B),Wéwczasjf(x, y)ds f[(l) ]\/[4) ] +Hw(t)

2. Jeeli funkcjaz= f(x,y) jest cagta na krzywej

oy s o) ez s s

2. Cafka krzywoliniowa skierowana. Deflnlqa

Zaktadamy, ze dany jest otwarty tuk zwykly skierowany. o przedstawieni

parametrycznymx = ¢(t), y = y(t), t O(a, B) zgodnym z kierunkiem tego tuku. Ponadto d
sa funkcje P(x,y), Q(x,y) okrelone w kadym punkcie tukuL. Analogicznie jak cakk
oznaczop definiujemy catle krzywoliniowa skierowam pary funkcji [P(x, y): Q(x, y)] po

luku L i oznaczamy symbolen:[ P(x, y)dx+Q(x, y)dy.

Zamiana cafki krzywoliniowej skierowanej na catke oznaczon.

Jereli funkcje P(x,y) i Q(x,y) sa ciagte na tuku L spetniajcym podane zal@nia,
wowczas catka krzywoliniowa istnieje oraz

[ P(x y)ax+Q(x, y)dy = jﬁ{ Fo(t), w(t)] o' () + Q o(t). w(t)] w () ot

L
Calke krzywoliniowg po krzywej zamknitej Jordanal skierowanej dodatnio (ujemni
wzgledem swego wetrza oznaczamy (odpowiednio)

e Y)ox+ 0k )y tub (e, ) (e, vy

=

iane

3. Twierdzenie (wzor) Greene

Jezeli funkcje P(x,y),Q(x,y)OC' w obszarze normalnynD (wzgledem osi &, Oy) oraz
brzegrl jest skierowany dodatnio wzglem wretrza obszaru, wowczas

§ POcy)dx +Qlxy)dy = [] (% - gjdxdy

r

Niezaleznos¢ catki krzywoliniowej skierowanej od drogi catkowana.
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Zaktadamyze funkcje P(x, y), Q(x, y) spetniag zatlazenia twierdzenia Greena.

Catka krzywoliniowa skierowanaf P(x, y)dx+Q(x, y)dy nie zaley od drogi catkowaniaAB

AB

(zalezy tylko od punktéw A i B) wtedy i tylko wtedy, gdyg—Q = z—P w obszarze D.
X y
Literatura:P2. Roz. XVIII.
Wil 12 ZASTOSOWANIA GEOMETRYCZNE CALEK WIELOKROTNYCH |

KRZYWOLINIOWYCH

1. Interpretacja geometryczna catki podwojnej

2. Zastosowania caiki potréjnej do obliczaniagtdsici bryty

3. Interpretacja geometryczna catki krzywoliniowiegskierowane;.

4. Zastosowanie caitki krzywoliniowej skierowanejaaiczania pola figury ptaskiej.

1. Interpretacja geometryczna catki podwojnej

Jezeli funkcja f(x,y) jest chgta w obszarze D oraZ(x,y)=0, wéwczas catka podwojr]

” f(x, y)do jest obgtoscia v| bryly V o podstawie D, ograniczonej powierzchiidaca
D

wykresem funkcjiz = f(x, y) oraz powierzchniwalcow (rys. 1).

. 2= /(x.y)
I
N TT]
| -
|

7

4
L
X \_\d//‘J
Rys. 1

Jezeli f(x,y)=1 dla(x,y) 0D, wéwczas”do przedstawia poléD| obrotuD.
D

2. Zastosowania caiki potrojnej do obliczania olgjtosci bryty
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Jeeli f(x, y,z)=1dlaP(x,y,z)0OV,, to catka potréjnq‘” dxdydz jest obgtoscia obszaruv,
2

3. Interpretacja geometryczna catki krzywoliniowejnieskierowanej

a) Jeeli f(x,y)=1 catka krzywoliniowa przedstawia dtugotuku " : || = jds.
r

b) Jeeli funkcja f jest cagta natukul’ i f(x,y) >0 to j f (x,y)ds przedstawia z definicji
r

cz¢$¢ pola powierzchni walcowej (rys. 2).

2= fx9)
}7
X g ¥
L it
/ r
X
Rys. 2

4. Zastosowanie caitki krzywoliniowej skierowanej dabliczania pola figury ptaskie;.

Jezeli I jest brzegiem obszaru normalnego wdeim osiO, ,O, D, skierowanego dodatnic

wzgledem niego, to poléD| tego obszaru wyra sk wzorem|D)| :%§— ydx + xdy.
r

Literatura:P2. Roz. XVI, XVII, XVIII.
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WII 13 SZEREGI LICZBOWE

1. Szereg liczbowy

2. Kryteria zbienosci szeregdw o wyrazach nieujemnych
3. Szereg naprzemienny

4. Szereg o wyrazach dowolnych

1. Szereg liczbow
Dany jest cig (a,), a, OR. NiechS, =>"a, nON.
i=1

Ciag (Sn) nazywamy szeregiem liczbowym i oznaczamy symbolem

D a,=a +ayt.tat...
n=1

Jeeli limS, =lim(a, +a,+..+a,) =S, SOR to szereg) a, nazywamy zbienym, a

n=1

liczb¢ Snazywamy sumszeregu.

Jeeli Zan nie jest zbieny, to nazywamy go szeregiem rozisgm.
n=1

Warunek konieczny zbgmosci szeregu

Jezeli ) a, jest zbigny, to lim a, =0.

n=1

2. Kryteria zbie znosci szeregéw o0 wyrazach nieujemnyc
1. Kryterium d Alemberta

Jeeli Iim%zq, to > a, (a,>0) jest zbigny, gdy q<1, natomiast rozbiay, gdy,

n=1
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n=1

g>1, jezeli g=1 kryterium d Alemberta nie rozstrzyga o zhiesci Zan .

n=1

2. Kryterium Cauchy ego
Jeeli limyfa, =g, to > a, (a, 20)jest zbieny, gdy q<1, natomiast rozbiay, gdy
n=1
g>1, jezeli q=1 kryterium Cauchy ego nie rozstrzyga o Ziiesci szereguz a, .

3. Kryterium poréwnawcze
Jereli 0<a, <h,,dlan>n,, n,n, 0N, to
a) ze zbignosci Y b, wynika zbignoi¢ >  a,,
n=1 n=1
b) z rozbiénosci ) a, wynika rozbienos¢ > b, .
n=1

n=1

4. Kryterium catkowe
Jezeli funkcja f(x) jest malejca i dodatnia dlax 0(n,, «o) oraz f(n)=a, dla

n=n,, n,n,ON,to Zan jest zbieny (rozbieny) wtedy i tylko wtedy, gdyJ' f(x)dx jest

n=ny

zbiezna (rozbiena).
3. Szereg naprzemienn
+lan a, >0 nazywamy szeregiem naprzemiennym.

n

Szereg postaci(—l)

n=1

Kryterium Leibniza zbie znosci szeregu naprzemiennego
"™a jest zbieny.

n=1

Jezeli (a,) jest nierosacy i lima, =0, to szeregi(—l)

4. Zbieznos¢ bezwzgédna (absolutna)

n=1
n=1

Jezeli i|an| jest zbigny, to ianjest zbigny.

n=1
Szeregz a, nazywamy wowczas bezwzgdhie zbignym, jezeli natomiastZan jest

n=1
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zbiezny, a ) |a,| jest rozbiény, to nazywamy go warunkowo zbieym

n=1

Literatura:P1. Roz. VII, § 7.1;P2. Roz. XXII.

Wil 14 SZEREGI FUNKCYJNE. SZEREG POEGOWY

1. Ciag funkcyjny
2. Szeregi funkcyjne. Zbiaoi¢ jednostajna
3. Szereg pegowy. Promi@ zbieznosci szeregu pggowego.

1. Ciag funkcyjny

Niech U, oznacza nieparzysty podzbior zbidR{U , O R . Qiagiem funkcyjnym(f, & ))w
zbiorzeU , nazywamy przyporgkowanie kadej liczbie naturalnej doktadnie jednej funkcji
okreslonej w U, .

f,.(x), f,(x),...,f,(X),...xOU,. Funkcg f, (x) nazywamyn-tym wyrazem cigu ( f, (x)).

Definicja granicy ciggu funkcyjnego
UO
Inm f,(x)=f(X) = £/>\OX4\JO \J/n/>\6(|fn(x)— f(x)| <€)

Definicja jednostajnej zbieznosci ciagu funkcyjnego( f, X ))do funkcji f (x)

lim fn(x)U:Of(x) o AN (0= F(|<8)

>0 J xUJ,n>d0

(SymbolJ pod znakiem rowriei oznacza zbisnos¢ jednostajn).

2. Szereg funkcyjny

Dany jest cig funkcyjny (f,, )) dla xOU .
Ciag (S, (x)) o wyrazachS, (x) = f,(x) + f,(X) +...+ f, X )nazywamy szeregiem funkcyjnyr

3

i 0znaczamy symboleri f,(X) lub f,(x)+ f,(x)+...+ f (X)+ ...
=1
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Szeregz f,(X) nazywamy zbignym w U jezeli ciag (S, (X)) jest zbienyw U .

n=1

UO
Jezeli im S, (x) =S(x) , to funkcg S(x) nazywamy sumszeregu.

Jezeli Y| ()| jest zbienyw U, to ' f (X) nazywamy bezwzgtinie zbignym w tym
n=1 n=1
zbiorze.

U, o
Jezeli lim S, (x) =S(x) to Z f,(X) nazywamy jednostajnie zkieym w U .
N—- oo J

n=1

Kryterium jednostajnej zbieznosci Weierstrassa

Jezeli istnieje mON taka,ze dla kadegon=m, nON i dla kazdego x OU,, spetniona jeg

fn(x)‘san oraz szereg liczbowy (majoranta szeregu funkcy}meE a, Jest

n=1

nieréwnaé

zbiezny, wéwczas szereg funkcyjn)_ f (x) jest zbieny jednostajnie i bezwzglnie w
n=1
zbiorzeU,.

Mozna wykazé, ze jezeli szereg funkcyjnyz fn(x) jest jednostajnie zhbiey w zbiorzeU,
n=1

do funkcji f(x) i jego sktadniki f,(x) sa funkcjami cagtymi w punkcie x, OU,, to suma
szereguf(x) jest funkcj ciagta w punkciex, .

3. Szereg po¢gowy
Szereg funkcyjny postacz an(x—xo)n nazywamy szeregiem pgowym osrodku xp. Ciag

n=0

(a,) nazywamy cigiem wspétczynnikéw. Dla, = 0 szereg paigowy jest postach a x" .
n=0

Liczbe r OR 0O{0} taks, ze Zw:anxn jest zbieny dla |x/<r, a rozbieny dla |x>r,
n=0

nazywamy promieniem zbiaosci szeregu p@gowego.

Wz0r na promien zbieznosci

a'n+1

Jezeli istnieje lim =g lub limy/a| =g, to promié zbieznosci r szeregu pegowego

(=)

> a,x" wyznaczamy ze wzoru

n=0
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0 gdy g =+,
r=4—, gdy 0<g< oo,

+oo, gdy g=0

Literatura:P1. Roz. VII, 8 7.2.1; P2. Roz. XXIII.

WII 15 SZEREG TAYLORA

1. Szereg Taylora
2. Zastosowania szeregu Taylora

1. Szereg Taylor

Zaktadamyze funkcja f 0C”(U,), gdzieU, jest otoczeniem punkty,.
Szeregiem Taylora dla funkdjiv otoczeniuU, nazywamy szereg pgjowy postaci

gf (% )(X %) _ (XO)+f’(Xo)ﬁx—Xo)Jrf"(xo)(2>!<—xo)z+m+f(n)(xo)rE!)(_Xo)n+

Szereg Taylora jest zliey do funkcjif (funkcjaf jest sum szeregu Taylora) dla tyc

wartcsci x, dla ktorych lim R(x)=0, gdzie R(x) jest reszt we wzorze Taylora.

Szczegolnym przypadkiem szeregu Taylora jest szdadaurina (dlax, =0)
o0 (n) n 1 " 2 (n) n
1% (0)x f'(0)x = f"(0)x 1" (0)x .

Z n! :f(0)+ il ¥ 2! oot n!

n=0

Przykfady rozwiniecia w szeregu Maclaurina wybranych funkcji.

L X2 X"

1. xOR eX=1+§+—+...+—+...
1 2 nl
|_ 3 5 n-1,,2n-1
2. xOR sinx= x—X—+X—+ +(1—X+...
3 5l 2n-1)
|_ 2 4 _1\ny2n
3. xOR cosle—x—+x—+...+( 1) X +...
21 4 (2n)

4, (1+x)° =1+(f)x+[g)x2+...+(a)x”+...dIa x0(-1,2), a<-1,
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x0(-11,  -1<a<o,
x0(-1,1), a> 0.

2. Zastosowanie szeregu Taylora

Szereg paigowy danej funkcji, ktora jest jednocmee szeregiem Taylora dla tej funke

maozemy catkowa i rozniczkowa ,wyraz po wyrazie”.

Jezeli x nalezy do wretrza przedziatu zbignosci szeregu pg@gowego, wowczas:
< n — C an n+l c n - c n-1
1. J;(;anx jdx—nzz(;n—ﬂx , 2.(§%x J = ;nanx

Szereg dany oraz szeregi catek i pochodnych bteaj sam promiezbieznosci.
Powyzsze twierdzenia memy stosowanp. do catkowania funkcji, ktérych pierwotne nig
funkcjami elementarnymi. W tym celu rozwijamy fupkgoodcatkovs w szereg Taylor
(Maclaurina) i calkujemy ,wyraz po wyrazie”. Szerebpylora (Maclaurina) miemy
stosowé réwnanie do obliczania przybbnej wartdci funkcji z dam doktadndcis.
Rozwijamy funkcg f w szereg Taylora, nagtnie podstawiac x=x, (x, naley do
wnetrza przedziatu zbimosci szeregu) otrzymujemy szereg liczbowy zbig do f(x,).

Obliczapc przyblizong wartci¢ f(x,) bierzemy sum tylu wyrazéw szeregu liczbowego, aby

otrzyma zadarg doktadnd¢ przyblizenia.

D

Literatura:P1. Roz. VII, 8§ 7.2.2, 7.2.3; P2. Roz. XXIII.
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