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| Przedmiot: | MATEMATYKA

Kierunek: Mechatronika

Rozkiad zaje¢ w czasie studiéw — Studia pierwszego stopnia

. . Liczba godzin Liczba godzin
Semestr L\I,?,Zsbeangggggl w tygodniu w semestrze krzgn'lt(gzve
WI[C[L[S|=|[W]J]CJ[LJ]S y
Il 15 1 2 - - | 45 15| 30 — — 4

Zwiazki z innymi przedmiotami:

— fizyka,

— mechanika techniczna,

— wytrzymala¢ materiatow,

— podstawy konstrukcji maszyn,

— elektrotechnika i elektronika,

— automatyka i robotyka,

— metrologia i systemy pomiarowe.

Zakres wiedzy do opanowania

Po wystuchaniu wyktaddéw przewidywanych programeazanykonaniutwiczen student
powinien:

Znaé¢ -

1) Definicje i podstawowe twierdzenia dotyce zbioru liczb zespolonych, macierzy,
wyznacznikow i uktadoéw rowneliniowych.

2) Rachunek wektorowy, réwnania ptaszczyzny i prosteyzestrzeni R

3) Definicje i podstawowe twierdzenia dotyce wszechstronnego badania przebiegu
zmienndci funkcji jednej zmiennej rzeczywistej.

4) Podstawowe zagadnienia dotyce rachunku réiniczkowego funkcji wielu zmiennych.

5) Podstawy rachunku catkowego (catka nieoznaczoniea canaczona, catki niewdaiwe,
catki wielokrotne i krzywoliniowe).

6) Kryteria zbienoici szeregdéw liczbowych, podstawowe twierdzenia defye szeregow
funkcyjnych.

7) Sposoby rozwizywania wybranych typdw rownha rézniczkowych zwyczajnych
pierwszego i drugiego ¢du.

8) Elementy rachunku prawdopodohstwa, podstawy statystyki matematycznej.

Umie¢ -
1) Wykonywa dziatania na liczbach zespolonych i macierzachiczdg wyznaczniki oraz

rozwigzywat uktady rowna liniowych metod macierzowg, za pomog wzoréw Cramera
oraz w oparciu o twierdzenie Kroneckera-Capellego.

Projekt ,Rozwdj i promocja kierunkéw technicznych w Akademii Morskiej w Szczecinie”
Akademia Morska w Szczecinie, ul. Waly Chrobrego 1-2, 70-500 Szczecin

2



WA g

ST % UNIA EUROPEJSKA ** o
KAPITAL LUDZKI ¥ EUROPESSKI | % »
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI .‘”eez\:::*" FUNDUSZ SPOLECZNY * 4k

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

2) Przeprowadzawszechstronne badanie funkcji jednej zmiennejayeiste].

3) Wyznaczé calki nieoznaczone, oblicza calki oznaczone, podwodjne, potrdjne
i krzywoliniowe, stosowarachunek catkowy w geometrii i przedmiotach technych.

4) Wyznaczé ekstrema lokalne i warunkowe funkcji wielu zmieohy bada zbieznosé
szeregoéw liczbowych i funkcyjnych, rozwdjunkcje w szereg Taylora.

5) Rozwigzywat wybrane typy rowna rézniczkowych zwyczajnych i @stkowych
pierwszego i drugiego ¢du.

6) Obliczat prawdopodobigstwo zdarzé losowych, wyznaczaestymatory i przedziaty
ufnosci, stosowa testy statystyczne do weryfikacji hipotez statgztych.

Tresé zaje¢ dydaktycznych

tematu

Nr Tematy i ich rozwinicie Liczba godzin
Y i Razem|l W [C|L|S

Semestr Il

1. |Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej rzeczywisej: 10 - | 10| - | —
wyznaczanie catek nieoznaczonych za pametody
catkowania przez e#ci i metody zamiany zmiennych,
wyznaczanie catek funkciji wymiernych, niewymiernych
trygonometrycznych; obliczanie calek oznaczonyabparcit
0 twierdzenie Newtona-Leibniza; obliczanie pol figu
ptaskich, objtosci i pél powierzchni bryt obrotowych,
diugasci tuku krzywej ptaskiej.

2. [Rachunek r&niczkowy funkcji wielu zmiennyct: 8 - | 8] - -
wyznaczanie lpdow wartdci funkcji za pomog rézniczki
zupetnej, obliczanie przylbnych wartdci funkcji,
rozwijanie funkcji dwoch zmiennych wedtug wzoru Targa,
obliczanie ekstremdw lokalnych, globalnych i warowkch
funkcji dwoch zmiennych.

3. [Rachunek catkowy funkcji wielu zmiennyct: obliczanie 6 - | 6] - -
catek podwaojnych i potrojnych w obszarach normalnyc
obliczanie catek krzywoliniowych, obliczanie catek
krzywoliniowych za pomagcwzoru Greena, obliczanie pol
figur ptaskich i obgtosci bryt za pomog catek wielokrotnych.

4. |Szeregiliczbowe i funkcyjn:: badanie zbinosci szeregow 6 - | 6] = -
liczbowych za pomagkryteriow d’Alemberta, Cauchy’ego
Leibniza oraz kryteridow poréwnawczego i catkowego,
obliczanie promieni i przedziatéw zlimosci szeregow
potegowych, obliczanie catek nieelementarnych za pamo
rozwiniecia funkcji podcatkowych w szereg Taylora.

()

Razem 30 30 — | -

I. Metody dydaktyczne

Przedmiot jest realizowany w formie wyktadowwiczen rachunkowych na I i Il roku

studiow. Pomoce dydaktyczne stangwi

literatura podstawowa i uzupetnjap do wyktadow twiczea rachunkowych,
dzienniczki studentow.
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II. Forma i warunki zaliczenia przedmiotu

[I-1. Forma i warunki zaliczenia ¢wiczen rachunkowych

obecnd¢ studenta nawiczeniach,
uzyskanie pozytywnych ocen z 2 sprawdzianOw pis@mny chgu semestru

przeprowadzonych w terminach uzgodnionych ze stiaden
zaliczenie z ocen
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Cll'1 CALKA NIEOZNACZONA

1. Metody catkowania:

- catkowanie przez g4ci

- catkowanie przez podstawianie
2. Catkowanie funkcji wymiernych

Catkowanie przed podstawienie (zamiana zmiennych)

jf(x)dx:jf[g(t)]g'(t)dt , gdziex = g(t).

Przyktad

a) .[x\/ x* +1dx; b) _[xexzdx.

Rozwizanie
a) Podstawiamy/x* +1=t, sid x? +1=t? oraz2xdx=2tdt, czyli xdx=tdt.

3 2
Otrzymujemy [ X +1dx = [v/x* +1xdx = [t*dt :%+c :LV X +1) ‘C.

3
X =t dt 1 1 1

b) [xe“dx=|2xdk=df = [e S =2 [edt="¢ +C=Ze” +C.
22 2 2

xdx—E
2

Catkowanie funkcji wymiernych

Funkcje wymierne catkujemy stogajmetod podan w [WII 1] (rozklad na sum utamkéw
prostych).

Przyktad

x+1 x*+1
)I(x -1)(x+3)? a; b)J.x2+x—2dx'

Rozwygzanie

a) Funkcg podcatkovy rozktadamy na sugnutamkéw prostych.
x+1 _ A B C

(x-D(x+3f _x-1 x+3 (x+3f’
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stad x+1=(A+B)x* +(6A+2B+C)x+9A-3B+C.
Poréwnujemy wspotczynniki przy odpowiednich ¢gach x:
x*:A+B=0
x' :6A+2B+C =1
x’:9A-3B-C=1

Rozwigzujac uktad réwnamamy:A:%, :—é,CZ%,WiQC
X+1 1. 1 1, 1 1 1 1 1
X == | —dx-= | —dx+= | ——d I =1 - C=
Fmierar &l xa® s liaa® 2l g gp g A g A g
_1ox-1 1 iC
8 |x+3 2(x+3)

x®+1 3x-1 x? 3x-1 x?
b) | =| 5——dx=|| X-1+ 5—— X=— X+ | 5——=dX=—— X+
) jx2+x j( x2+x—2) 2 jx2+x—2 2 !

:J- 3x-1 J- 3x-1
! x2+x—2 (x— 1)(x+2)

Funkcg wymierm _ 7l rozkladamy na sugnutamkéw prostych:
(x=-D(x+2)

x-1 _ A N B
(x=D(x+2) T x-1 x+2
3x-1=A(x+2)+B(x-1, czyli 3x-1=(A+B)x+2A-B.
Poréwnujemy wspotczynniki przy odpowiednich ggeachx:

, Stid po pomnaeniu przez(x-1)(x+2) mamy

L:A+B=3

. sad A=2B=",

X 2A-B=-1 3 3

1:I&dx:I 20 +I 7l :ZIn|x—]j+ZIn|x+2|+C.
(x=D(x+2) 3(x-1) ‘3x+2) 3 3

2
Ostatecznid =2 - x+gln|x—]j +Zln|x+ 2+C
2 3 3

Zadania

1. Znale&¢ podane catki nieoznaczone (catkowanie przezaty
a) Ixezxdx; b) _[&In xdx; C) Ixzsinxdx.

2. Znale¢ podane caltki nieoznaczone (metoda zamiany zmidmnnyc

a).[Si:]/\;/_d b) I(Inx+ﬁ)— C)I\/1+ inx cosxdx .
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3. Znaleg¢ podane catki funkcji wymiernych
(x® +3)dx

dx
a) ng
Odpowiedzi:
3
1. a)%[xe 2Xj+C; b) §x2(3lnx 2)+C; C) — X cosx + 2xsinx + 2cosx +C
.\
A1+ 2sinx)s ic.
8

X+
2(x?

2

X .
0 [oeep O

2. a) 2008\/;+C;b)iln2x+ln|lnx|+c
i +C;c)

3. a)—ln|x|+—|n|x ]j+—|n|x+]j+c b) In——

+1)

(x+(x* +1)

e

+ 2arctgx+1In yx+1 +C.
4/X2 +1

Literatura: Z. Roz. 4,8 1,2,3,4
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CALKOWANIE FUNKCJI NIEWYMIERNYCH
Cll2 | TRYGONOMETRYCZNYCH

1. Catkowanie funkcji niewymiernych.
2. Catkowanie funkcji trygonometrycznych

Catkowanie funkcji niewymiernych
Funkcje niewymierne catkujemy w oparciu o metodgaee w [WII 2].

Przyktad
Znalez¢ podane catki nieoznaczone:

dx X+2
a b dx: c¢)|v1-x%dx.
)J.\/x2+2x+3 )\/x2+2x+5 )'[

Rozwgzanie
a) Korzystamy ze wzoru j dx = In‘x+\/ x* + k‘ +C.

VX% +k
Sprowadzamy tréjmian kwadratows? + 2x +3 do postaci kanoniczne;j:
X*+2x+3=(x+1D)*+2

X+1=t
dx =dt

= In‘t ++/t? +2‘ +C= In‘x+1+1/(x+1)2 4

_[ dx :_[ dx :_[ dt
Vi +2x+3 7 (x+1)2 +2 Vt? +2
b) Stosujemy metagwspo6tczynnikéw nieoznaczonych.
X+2 I dx
| = | ——dXx=aVyX* +2X+5+ )| —.
J.\/x2+2x+5 j\/x2+2x+5

Po zr@niczkowaniu obu stron otrzymujemy
x+2  _ alx+1) | p)

V2 +2x+5  x2+2x+5 X2 +2x+5
sgd x+2=ax+a+ A, wiec a=11 =1. Zatem

dx dx
|. = =
' j\/x2+2x+5 J.wl(x+1)2+4
Ostatecznie | =+/x* +2x+5+|n‘x+1+ vV x? +2x+5‘+c.

c)

Iﬁdxz

= J.COSZ tdt = I%dt :%J.(1+ COStht :%(t + Sigzj +C :%(arcsinx+ Xv/1— X2 )+C

=In +C.

X +1+4/(x+1)° +4

X =sint
dx = cogdt

= J\/l—sinzt costdt = J'x/co§ t costdx = I|cost| [Costdt =

Projekt ,Rozwdj i promocja kierunkéw technicznych w Akademii Morskiej w Szczecinie”
Akademia Morska w Szczecinie, ul. Waly Chrobrego 1-2, 70-500 Szczecin

8



%\‘\\_:_4'0 *

ST UNIA EUROPEJSKA **
KAPITAL LUDZKI 5 X EUROPEJSKI | %
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI cm\e FUNDUSZ SPOLECZNY * ok

* 4k

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Catkowanie funkgcji trygonometrycznych
Funkcje trygonometryczne catkujemy w oparciu o rdgtpodane w [WII 2].

Przyktad
Znalez¢ podane catki nieoznaczone funkcji trygonometrycimy

a) j : b)jsinf‘xcoszxdx; c)jcoschosSxdx.
sinx

Rozwygzanie
a) Stosujemy podstawienie uniwersalne [WII 2]
X —
95 =t 2t
dx , 2t 1+t2 dt X
—— =[sinx= = =|—=Intj+C=Intg—+C.
sinx 1+t2 J. 2t I t i g2
1+t?

b) Funkcja podcatkowa jest nieparzysta vezigim SinX , wiec podstawiamy
cosx=t, —sinxdx=dt.

[sin® xcos® xdx = [ sin” x[¢os® x [sinxdx = J(l—co§ x)cos’ xsinxdx = J(l—tz)tz(— dt) =

5 .3
:'[(t4 ~t2)dt L o CoS X _ CO§X+C.

5 3
c) Korzystamy ze WZoru na sgrosinus6w:cosa +cos/3 = 2cos— ;:3 cos? ;,3 _
Mamy cos3xcosbx = COSZX—;COSSX st

[ cos3xcossxdx = % [ (cos2x+ cosBx)dx = %( S'”ZZX + S'V:‘Xj ic

Zadania

1. Znale¢ podane cafki funkcji niewymiernych:

a) J.lwfx—ﬂdx; b)j I 2X 1 X ; d) I\/x2—2x—1dx.
XV X VX=X

2. Znale¢ podane caitki funkcji trygonometrycznych'

sinx
a)jl+sin dx; b) jstxsmedx C) jsm Xdx ; d)j

4+sm X
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Odpowiedzi
x+1 1+2x-2Vx +x|+C; b) 2Inx+3 +3Ix~3+C; 0

l.a)- 7""”
|V2X+1_1_ v2X+1§+C;d) %(x—lwxz—Zx—l—ln‘x—1+ x2—2x—1‘+C.
X

In
W2x+1+1
-tgx+x+C; b) 1—sin8x+lsin4x+C; ) —cosx+§co§ x+C; d)

2.a) 1
COSX

E arctg

10

(ﬁtgx] +C.
2
Literatura:Z. Roz. 4, § 5, 6.
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Cll 3 CALKI NIEWLA SCIWE

1. Catki niewtaciwe pierwszego rodzaju
2. Calki niewldciwe drugiego rodzaju

Catki niewtasciwe obliczamy na podstawie definicji podanych w [W 4].
Catki niewtasciwe pierwszego rodzaju.

Przyktad

2
Obliczy¢ caltki niewtadciwe pierwszego rodzaja) I—):

In?x’ (x—1)?

Rozwgzanie

2 2 1
a)jxln X s ;[xln X £~0*(_mj

lim ——— = +o0, tak wic catka jest rozbiaa.
-0 In(1+¢)

2 . 1 1 o
=lim| ———+-——— | =+, poniewa
1+ -0 In2 In(l+e)

Inx=t
dx dt 1 1
TP AN B L Y o pa oy
J‘xlnzx ;dx—dt J‘tz t Inx

1-¢_ . (1 : :
=lim| =-1|=+c - calka jest rozbima.

Catki niewtasciwe drugiego rodzaju.

Przyktad

Obliczyé catki niewtgciwe drugiego rodzajua) J'zL b) —dx
T XT+2x+5 X+ 2

Rozwygzanie
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Todx . F
D [ ogm[ &
1 XT+2X+5  A-ed XT+2X+5
x+1
dx dx 1 dx 2 T=t| 1, dt 1
= == = =—|—=Zarctat +C =
Ix2+2x+5 I(><+ It2+1 299

2
1f+4 4 (X;ljzﬂ dx=20t| 2

= 1arcth—Jr1+ C.
2 2

r 1 x+1A 1. A+1 1(m m\_m
J' 5 =lim =arctg——| ==lim| arctg———arctgl |==| ——— |=—,
1 X +2x+5 A D 2 |1 2A-= 2 22 4) 8
czyli catka jest zbigna.
1 1
b) j = fim [ dx= fim Lin3-in(B2+2]=-w, wicc cakka jes
XA +2 Bﬂ—wa B 2
rozbiezna.
x> +2=t g
[y dem{zax=di =[S =2 ind+C = JinG¢ +2)+C
x? o at| 2°t 2 2
wax = 2t

1

I

B

(x +2)f = %[In3—ln(82+2)]

Zadania

1. Obliczyé catki niewtasciwe pierwszego rodzaju:

a)IJxT b) jx In xdx; c)j\/%.

2. Obliczy¢ catki niewtasciwe drugiego rodzaju:

b) I(l > dx; c) Ixsmxdx

t
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Odpowiedzi

1. a)g; b) —%; c)n. 2.a)ln2;h) E+—; c) rozbiena.

Literatura: Z. Roz. IV, 89
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Cll 4 ZASTOSOWANIA GEOMETRYCZNE CALKI OZNACZONEJ

1. Pole figury ptaskiej

2. Dhugas¢ tuku

3. Obgtosc¢ bryty obrotowej

4. Pole powierzchni bryty obrotowej

Pole figury ptaskiej
Przyktady
1. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego linianyi=e*, y=Inx, x=1, x=€.
Rozwgzanie
a7 y=e

Rys. 1

e
=e®-e,
1 1

D| = T(ex -In x)dx = Texdx —iln xdx .. iexdx = e
1 1 1

f'(x)=1, f(x)=

lenxdx:g(x)zlnx’ 7= % % IXD]idx xInxt—x‘ -

=elne-Inl-(e-1)=e-e+1=1.

OstatecznigD| = e® —e-1.
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2. Znale¢ pole figury zawartej ngidzy parabal y = -x> +4x - 3 i stycznymi do niej w
punktachA(0, —3) i B(3, 0).

Rozwygzanie

Znajdujemy punkty przeetia paraboli z osiamidi Oy
OXx: y=0< —x*+4x-3= 0~ (x= 3Iub x= } Parabola przecina@x w punktactB(3, 0)
orazC(1, 0); O. x=0= y=-3. Parabola przecina @y w punkcieA(0, —3).

-y

Rys. 2
Znajdujemy réwnania stycznych do paraboli w punktadcB. y -y, = f (X,)(X = X,)
y' =(-x*+4x-3'=-x+ 4
a) Rownanie stycznéj w punkcieA: f'(0)=4 wigC |, y=4x-3.
b) Réwnanie stycznég w punkcieB: f'(3)=-2 wigC I;: y=-2x+86.
PoleSdanej figury jest sumpoél S, i S (rys. 2). Stycznéa przecina € Ox w punkcie
EG, Oj, ponadto stycznk i Ig przecinag sic w punkcieD@, 3). PoleS, réwna s¢
roznicy pol trapezu krzywoliniowegoAT i trojkata prostoktnego AE S, = Sy,c — Spoae -
1 3 1
8, == (-x? +4x - k- 3EI§E&=—[—X—+2X2 —3x] 9.3
g 4 2 3 o 8 24
PoleS, rowna s¢ réznicy pol tréjkataEDB i trapezu krzywoliniowego ograniczonego dan
paraboj dla x (1, 3
S, = Shepe ~ Sews (1YS. 2)

3 3 3
52:(33)[3 —j(—x2+4x—3)dx:2—7— S N Y0
4)7 2] 8 | 3 . 8 3 24
5 49 9
S= =289 iy
2+, 24 24 4[| ]
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Dtugos¢ tuku krzywej ptaskiej
Przyktad

Znalex¢ diugasé tuku krzywej x = a(2cost —cos2t), y = a(2sint -sin2t), a>0
t 0< 0,27 > (kardioida).

Rozwgzanie

Krzywa I’ okreslona jest w postaci parametryczngjs ¢(t), y= L|J(t) w przedziale

(a. B), ¢, wOCH(at, B)) |r|=fJ[¢'(t)]2+[w'(t)]2dt-

Korzystamy z podanego wzoru
x'=a(~ 2sint + 2sin2t), y'=a(2cost — 2cos2t), (x)? = 4a?(sin’t - 2sintsin2t +sin® 2t),
(y)? = 4a2(cos’ t - 2cost cos2t + cos? 2t),

(x)* +(y)* = 4a> [(sinzt +cog’t)- 2[sintsin2t + cost cos2t) + (sin” 2t + cos’ 2t)| =

= 4a2[1- 2coq2t -t)+1] = 4a%(2 - 2cost) = 8a%(1 - cost) = 8a? EIZsinZl2 =16a?sin’ 12

2 t 2 t
Ir|= L [16a” sin® —dt = 4aﬂsin—
0 2 0 2

=-8(-1-1)=16a

N t\277
dt = 4a J' sin—dt = 4a -2cos— | =-8a(cosr—cos0) =
15T 2) 0

Objetos¢ bryty obrotowej

Przyktad
Obliczy¢ objetos¢ bryty utworzonej przez obrot dokota osi OX wykresoKdaji:

f (x) =Inx przedziale<le>;

Rozwygzanie
Objetos¢ |v| bryty utworzonej przez obr6t dokota osi Krzywej I okreslonej rwnaniem

y = (x) w przedziale(a, b), f(x) 20, f OC[(a,b)): V|= nf[f(x)]zdx.
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Inx=t,x=¢
e — At 1
V| = 7TJ'In2 xdx = dx;te dto = njtze‘dt = 77(t2et - 2te' +2¢' (1)= n(e-2).
1 X= = 0
x=et=1

1 t {

J‘tZetdt_‘f (t) ezy f'(t) e'=tzet_2J-tetdt:t2et_2(tet_et)+C.
glt)=t*>, g't)=2t

jte‘dt:‘ )=, f(,t)ze'=tet‘je‘dt=tet—e‘+C,
gt)=t, g(t)=1

Pole powierzchni bryty obrotowe;j

Przyktad
Obliczy¢ pole powierzchni kuli utworzonej przez obrét dookosaOX tuku okregu

x*+y*=R*, R>0, 0<x<R.

Rozwgzanie
Pole powierzchnjP| bryty utworzonej przez obré6t dokota osi Krzywej I

okreslonej réwnaniemy = f(x) w przedziale(a, b), f(x) =0, f(x) DCl(<a, b)):
ZE 2n_l|21/1+[ £(x)]” £ (x)ax

X’ +y? =R, std y=VR’ X’ dlay=0i xO<O,R>, y'=——

R? — x?

R 2 R 2 _ 2 2
|P|=2E2n.[1/1+ ZX_ 2 1/R2—x2dx=4nj szf;x YR?* - x?dx =
R/R? - x2dx = 4nRjdx 472R><{R—477R2[j3].

:4ﬂjﬁ

Zadania
1. Obliczy pole figury zawartej medzy osiami wspotradnych a krzywy y=Inx w

przedziale< 0,1>
2. Obliczy¢ diugasé tuku paraboli potszeiennej o réwnaniuy® = x* w przedziale< 0,5>.
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2 2

3. Obliczy¢ objetos¢ beczki powstatej przez obrét dookota @X tuku elipsy% +y7 =1

dla xO<-2,2>.
4. Obliczy¢ pole powierzchniP pasa kulistego powstatego przez obrot dookotadéituku
okregu x* +y® =R* dla xO< x,,X, > —R<x <X, <R

Odpowiedzi
335 368

1.1; 2. —: 3. — ;4. 2TR(X, — X,) .
27 27 (% =%)

Literatura: Z. Roz. IV, 8 10.

Projekt ,Rozwdj i promocja kierunkéw technicznych w Akademii Morskiej w Szczecinie”
Akademia Morska w Szczecinie, ul. Waly Chrobrego 1-2, 70-500 Szczecin

18



NMa 4, *

N UNIA EUROPEJSKA **
KAPITAL LUDZKI EUROPESSKI | % »
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI .‘”eez\:::*" FUNDUSZ SPOLECZNY * 4k

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Cll 5 GRANICA FUNKCJI DWOCH ZMIENNYCH

Definicja granicy funkcji dwéch zmiennych (wg Hegm

lim f(x y)=g < (R) P, 2R lim P, =P, = lim f(P,)=g
X = Xg [ = n— o
Y-Yo
Przyktad
Wykaz&, ze nie istnieje granlafunkc]mg) o
X— X + y

y-0

Rozwgzanie
Wykazemy, ze granica funkcji nie istnieje na podstawie defirgcanicy wedtug Heinego.

Rozpatrzmy cig punktéWPn(l,lj: limP, = P,(00), gdy Iim% =0.
n nee

n- oo

2

Wowczaslim f(Pn):Iim 1 n 1 = imn?:L Nastpnie rozpatrzmy @g punktow
—>007+7 n—>0°7
n®> n? n’

2[0&

P, '(o,lj, lim P, '(o,lj =p,(00), limf(P,")=lim N -o.
n n-o n n-o ﬂﬂmoz +i
n2

Poniewa dla dwodch ranych cagow punktéwP, i P," odpowiadajce im ciagi wartcci
funkcji f(P,) i f(P,) daza do dwéch rénych granic, wic granica funkciji nie istnieje.

Przyktad
Wyznaczy granice funkciji:

3.3 x
a) lim2—%X: 1) |im(1+1j .
X

ye yTx s
Rozwgzanie

a) Korzystamy z definicji Heinego. Bierzemy dowoleiyg punktow (P, (X, Y, ))taki, ze
P#P (00 ilimP, =P,.
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3 3
- X
Y =X 12,

zatemlim

X2

oz YTX

3

3_
Stad lim £ (P) = lim Y2 %0 Zjim(y 2y, x, +x,2)=12
—X

n n

_ Ly
y
. vy . o 1\’
b) I|m(1+—j =lim||1+= =e°, poniewa I|m(1+—j =e.
X 00 X X0 X a-o a
y-3 y-2 —
y
Zadania

Wyznaczy granice funkciji:
2
Xy ; ) lim(x+3y)sin—
x-0 y

3 3
. X = .
a) lim=X—Y_: b) lim
-0 —_ -2
))(/HO X y ))(/ﬂl Xy+5 y-0

Odpowiedzi

2)0: b) ;; ¢) 0
Literatura: Z. Roz. VI, § 1-3.
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Cll6 POCHODNE CZ4STKOWE

1. Pochodne cgstkowe pierwszego redu

Przyktady

1. Na podstawie definicji [WI16] wyznaczypochodne cgstkowe funkcjiz= f (x,y) = XZ\N
w punkcie P,y (X,, ¥,) (XODR, Yo >O).

Rozwygzanie

\/_xo\/y_ AX)? = %, X,~ + 2X,AX + I
0 \/_Ilm \/_llxmo

L y):lim
6xX°’0 - AX AX

Yo lim (2%, + %) =y, DZXO =2%Yo

- on\/ yo+Ay_X02\/ Yo _ VY “VYo _ (\/ yo+Ayl_\/ po\/ Yo
Xq, Yo) = lim =x,” lim = lim
Ay -0 Ay Ay -0 Ay -0 Ay( /yo + Ay +

% lim 8Y Yo I|m XO

AVHOAy(\/Mﬂ/y_O) 50y, +Ay+¢y_o J_ Jy_o 2(¥s

af(

2. Wyznaczy pochodne cgstkowe funkciji:
a)z=y*;b) z= y§.

Rozwgzanie

a) Wyznaczajc pochodne citkowe traktujemy funkejz jako funkcg jednego argumentu (tego
wzgledem, ktérego wyznaczamy pochajln

% = y*Iny, (pochodna funkcji wyktadniczej) ? = xy*™*. (pochodna funkcji pegowe;)
X y

x Xa
b) % =7,=y’In yg:'; =yY Iny (ze wzoru na pochodrfunkcji wyktadniczej)

Aby wyznaczy pochodi czgstkowg wzgledem y (pochodna logarytmiczna) logarytmujen
obie strony, a nagmnie ré&niczkujemy wzgédem vy .

Inz= Inyy Inz——Iny lgi———tlhy+XE-l1

=)

y Z y’ y'y
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Nastpnie mnaymy obustronnie przez i otrzymujemy

0z _ [ x _xin y] ;( x _XIn YJ 97
= -2Ll=yY| 5 -2=2|. Ostatecznie-=7,=xy’ (1-Iny).
ay Z(yz y2 y2 y2 ay y ( )

2. Pochodne cgstkowe wyzszych rzdow

Wyznaczy pochodne cistkowe drugiego kdu funkeji z=y*

Rozwgzanie
a——z =Y Iny%— =Xy
0 oy
2
a__i(azj (y Iny)iny=y*Iny,
ox?  ox\ ox
0°z _0(o0z x-1 « 1 x-1 x-1 _ x-1

= Iny+y*—= Iny+ = xlny+1),
X ay(axj(xy)yyyxy y+y =y (xiny+1)
0’z 0 (oz >
— = =2Z' =xX(x=-1)y*
dy’ 6y(6yJ w T
0’z _d(oz . . 4

= =17+ x Iny =y {1+ xIny).

0y ax(ayj S X ny = y 1+ xiny)

Oczywicie z', = Z",, (twierdzenie Schwarza).

Zadania

1. Na podstawie definicji wyznaczyochodne cgstkowe pierwszego ¢du funkcji

z=1(x,y)= e’ w punkcie P, (X,, ¥o) -

2. Wyznaczy pochodne cgstkowe pierwszego ¢du funkcji:
a)z= arctgy . b) z=arcsingy?); c) z=[sin(xy)]".

3. Wyznaczy pochodne cistkowe drugiego kdu funkcji:
a) z=sin?(3x-4y); b) z=y?%*; c) z=x""

Odpowiedzi

2

arctgx _, _ 1 b7 =Y C_ 2y
i+ x?) T e e y?) )% J1-x2y* ' Xy
z, = y? cosey) dsin(xy)]' ™, 2, =[sin(xy)] [In(sin(xy)) + xyctg (xy)] .

2.a)7,=-2x

, C)
-1
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Iny
X" n x
5 (x'”ylnx—l),

y
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—24c0s2(3x—4y).

2.a) 7', =18cos2(3x - 4y),Z' , =32c0s2(3x - 4y),Z',,
T y2AX 1 X g X . [ Iny- 1
b) 2\, =y’e", 2", =26, 2" =2ye*; ) Z' =Iny(Iny-1)x"?, 2" =

Iny-1
x= (1+InxIny).

z"xy:
Literatura:Z. Roz. VI, § 4, 8.
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cI 7 ROZNICZKA ZUPELNA. ROZNICZKI ZUPELNE
WYZSZYCH RZEDOW

1. R&niczka zupetna funkcji dwoch zmiennych
R&zniczke zupetry wyznaczamy na podstawie definicji podanej w [WII8]

of of
df (%o, Yo) =&(X0’ YO)dX'*'a_y(Xo’ Yo)dy,

przy zataeniu,ze istniej pochodne cgstkowe funkcji f w punkcie Ry (%, Y, )

Przyktady

1. Obliczy¢ rézniczke zupetry funkcji z= f (x,y) =e€¥ w punkcieP, (L1) gdy dx=0,2,
dy = 015.

Rozwgzanie
Wyznaczamy funkejrozniczke zupetry:
dz=df (x,y) = ye¥dx+ xe¥dy . Std df (11) =el0,2+el015= 035e.
2. Obliczyé przyblizong wartcsé liczby 109%% |
Rozwygzanie

Dana liczba jest warkaia funkcji f(x,y)=x* w punkcie P( 1094398).
Przyjmujemyx, = 1 y, = 4, Ax=109-1= 009, Ay = 398-4 =-002, ponadto
f (X, o) = f(14) =1. Wyznaczamy pochodneastkowe funkgji f (x, y) oraz ich wartéci
w punkcie P, (14).
of

ﬂ = y-1 i — YI ﬂ = i 4:
aX(x,y) yx' ™, ay(x,y) x'Inx, ax(l4) 4, ay(],) 0.

109%%® =1+ 4[DO9+ 0L~ 002) = 136.
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2. Zastosowanie pmiczki zupetnej w rachunku ¢dow.

Przyktad

Objetos¢ V stazka jest funkej diugasci promienia podstawyR i wysokaci H .
Wyznaczy btad wzgkdny obgtosci dV , jezeli bledy wzgkdne R i H s3 dane.

Rozwgzanie

Korzystamy ze wzorow podanych w [WII8].

=:—L]'R2H
3

Maksymalny bdd bezwzgtdny A,, objetosci wynosi:

‘—AR+ —IAH , gdzie AR, AH oznaczaj btedy bezwzgtdne wielkdci R, H,

— —EnRZ wiec AV ~27RHAR+ L R*AH ,
oH 3 3 3

Btad wzgkdny obgtosci v :AV—V, bledy wzgkdne wielk@ci R orazH s3 rowne

odp0W|edn|odR—F M —% Stid mamy
2 1 .,
S IRH ~7R’AH
a=0=3 @R+l =28R A0 o+ H
V EI'RZH élﬂzH R H

R&zniczki zupetne wyszych rzdow

Rd&zniczki zupetne wyszych rzdéw wyznaczamy w oparciu 0 wzory podane w [WII8].

Przyktad
Wyznaczy rézniczke zupetry drugiego rzdu funkcji f (x,y) =e”.

Rozwgzanie

2 2 2
0 Z dx2+26 f dxdy+a Z dy?.
0x oxoy oy

d?f =
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Pochodne cstkowe 1l rzdu wyznaczamy na podstawie definicji podanych wifiNVI

%:Z'X:yexy, %:z'y=xexy,

37222 =z", =ye”, 37222 =z", =x%eY,
02y —ev s ye¥ x=e (1+xy)
dyox Y

0°Z _ 1 _ g% 4 xe” Iy =eY(1+xy).
oxay Y

Wiec d?f = y?e¥dx® + 2 (1+ xy)dxdy + x?e¥dy?.

Zadania

1. Obliczy¢ rézniczke zupetry funkcji f (x,y) = x°y* w punkcieP, (12)przyjmujc
dx=01, dy=03.

2. Wyznaczy rézniczke zupetry d?f funkcji f(x,y)=xIny.

3. Obgtos¢ V ostrostupacietego o wysokéci H i podstawach, ktorych pola sdbwne P i
Q oblicza s¢ ze wzoruv :%(P+ PQ +Q)H . Oszacowabtad wzgkdny 0V obijetosci V
, jezeli bledy wzgkdne pomiarowP,Q,H wynosz odpowiedniodP,dQ,H .

Odpowiedzi

1.2,H; 2. d?f = Zaxdy - dy?
y y

iy =ﬂ(1+1 \EJ@J(HE ﬁ@wﬁ
6 2\ P 6 2\ Q H

Literatura:Z. Roz. VI, § 6, 8.
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Cll 8 EKSTREMA FUNKCJI DWOCH ZMIENNYCH

1. Ekstrema lokalne

Ekstrema lokalne znajdujemy korzyatag twierdzenia podanego w [WII9].

Przyktad

Wyznaczy ekstrema lokalne funkcji
f(x,y)=2z=x>-6xy+3y°>.

Rozwygzanie

1. Wyznaczamy punkty stacjonarne funkgji

%=3x2—6y, %:Gy—Gx.
oy

skd

GX_Oczyn 3x2-6y=0 _ % =0, y,=0,
6y-6x=0" X,=2, Yy,=2

Punkty stacjonarne, (00),P, (20).

2 2 2 6 —
926 92269226 wixy)=|
0x oxoy ay -6 6

Nastpnie obliczamy wart@ wyrdznika W w punktachP, P, .

2

0 —
W(P,) =W (00) :‘ 5 06‘ =-36<0, wigc funkcja f nie ma ekstremum w punkcie.

12
W(R,) =W (22) :‘ 5 66‘ =36>0, wigc w punkcieP, (20) funkcja f ma ekstremum

lokalne.
.y 0%z, . _0°z _ L .
Z nierowndggci F(Pz) "l (22) =12>0, wynika,ze jest to minimum lokalne.
X X

Xmin = 2’ ymin = O’ Zmin = f (2’0) = 8’ Pmin (21018)
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2. Ekstrema globalne (wart@é najmniejsza i wartosé najwieksza).

Sposéb znajdowania ekstremoéw globalnych pokazap/h@].

Przyktad

Znalez¢ najmniejsa i najwickszy wartas¢ funkcji z=sinx+siny + cos(x + y) w obszarze

T T
D= 0sxs—0<sy<s—¢.
{(X,y) 0<X<2,0<y<2}

Rozwgzanie
ey

Iy
—
e

g -

Cﬁ'\:‘lk:]
ol

¥

000,01
ﬁ[f,o] ﬂ[—ﬁ,ﬂ]
4 2

Rys.1

Wyznaczamy punkty stacjonarnedee wewntrz obszaru D.

z, =cosx-sin(x+y), 2z, =cosy-sin(x+y)

z,=0 cosx —sin(x+y) =
z,=0 cosy -sin(x +y) =

cosx =cosy, wiec x =y dla (x, y)[] D orazcosx—sin2x =0 czyli

N

cosx— 2sinxcosx = 0, cosx(1- 2sinx)=0; cosx=0 lub sinx:%, x=2 (nie jest

punktem wewagtrznym D),
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:%, y= % Jedynym punktem stacjonarnym westvanym naléacym do zbioru D jest

wiec punkt PO(Z—GT%TJ . Obliczamy warté& funkcji z w punkcieP, oraz w wierzchotkach

kwadratu D tj. w punktacrd0,0), A{Z—ZT ,Oj, B(g 7—9 C(O,gj: z(O) = z(0,0) =1
(mm\__. m, .7 m_3
2(P)=2 =,= |=sin= +sin= +cos= ==,
6 6 6 6 3 2
2(A) = Z(I—T,Oj =sinZ +sin0+cos™ =1,
2 2 2
2(B) = Z(LT,Z—TJ =sin” +sin” +cosrr=1,
2 2 2 2

7C)=7 02| =sin0+sinZ +cos™ =1.
2 2 2

Nastpnie wyznaczamy punkty, w ktorych funkcja zzaonie€ ekstrema znajdege s¢ na
brzegu kwadratu D.

OA:0< x<%, y=0,

z=sinx+cosx, z', =cosx—sinx,

Z,=0 gdy cosx =sinx std x :g.

Otrzymalsmy punkt Pl(%[ ,Oj. Obliczamy warté¢ funkcji z w punkcieR,.

2(P) = Z(IZT ,Oj =2.

-— n i . Vg
AB:x=—,0<y<—, z=1+siny+cog y+— |;

5 y 5 y {y 2)
stad z=1+siny-siny =1 (funkcja stata).

CB:0< x<g, y:g, z:1+sinx+co{x+gj, z=1+sinx-sinx =1 (funkcja stata).

OC:x=0,0< y<%, Z=siny+cosy,

Z,=cosy-siny, z,=0 gdy cosy =siny, sid y =%. Otrzymalsmy punkt PZ(O,%[j .
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Obliczamy warté¢ funkciji z w punkcieP,. z(P,)= 2(0773 =42.

Ostatecznie funkcja przyjmuje w kwadracie D wéttoajmniejsa réwna 1 na bokuAB

oraz w wierzchotku C, natomiast waitmajwicksz rowng g w punkcie wewagtrznym P,

Zadania
1. Wyznaczy ekstrema lokalne funkcji:
2 2 X
a) f(xy) =" b) f(xy)=e(x*+y)
2. Znalg¢ najmniejsa i najwicksza wartas¢ funkcji f (x,y) = 4x*+ y*> +2x—y w obszarze
ograniczonym elips 4x* +y* =1.

Odpowiedzi
1. a) PmaX(Z,O,e“); b) Pmm(o,—z,—ﬁj.
e
2. M =1+/2 w punkcie Q—Q ,m:—l w punkcie(—l,lj.
4 2 2 4 2

Literatura: Z. Roz. VI, § 10
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Cllo CALKI WIELOKROTNE

1. Catka podwojna
2. Calka potrdjna

1. Catka podwdjna

Przyktad
Obliczy¢ catki podwdjne funkcjiz= f (x,y) w obszarze ograniczonym liniami:
3

a) f(x,y)= 2,y X, b) f(xy)=xy, y* =4x+4, y=2x-2;

c) f(xy)=44-x"-y*, X¥*+y*<4.

Rozwygzanie
a) ObszarD ograniczony danymi krzywymi jest obszarem normadrwzgkdem 0siO,

D:0<x<1], x> <y< X2
Zamieniamy catk podwojry na catle iterowan.

(o= [ ov e[ L

A A
4.7 11)o 4\7 11) 77

- ] 2=4x+4 ) A
b) Rozwgzujac uktad réwna {y oy =D wyznaczamy wspotezine punktow B i C (rys.
y=eX-=
1)
e
4
B34
2
D
-1 h}f
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Rys. 1

2 —
Obszar catkowanid,, zawarty mgdzy tukiem parabolix = y -4

oraz odcinkiem prostej

X = %2 normalny wzg¢dem osi QY jest opisany nierow§uami:
2 —
D,: y 4sxs y+2, -2<y<4.
4 2

Zamieniamy calls podwojrg na catk iterowary:

y+2 y+2
3 iy T2 Ey () (i) |,
.E['!'xydxdy—_J;yZJ:xydx dy—£7y2_4dy—£5( 5 J —( 2 ] dy =
4 4

17 5 3 2 1 y° ., 16y° ) 4 1
== [(-y®+12y* +16y?)dy = —| -2 +3y* + = | =13
32;|.2( y Y Y ) Y 32\ 6 Y 3 )-2 2

c) Dokonamy zamiany zmiennychy zmiennymi r,¢: x=rcos¢, y=rsing
(r,¢ - wspoétrzdne biegunowe punkt(x, y)).
Jakobian przeksztatcenia

cosp -—rsing
sing rcosg

_D(xy)_
0= 5g)"

Obszar D (koto drodku w pocatku uktadu wspotrgdnych i promieniu 2) jest obrazem
prostolgta A: 0<r<2,0<¢ <2n.

”w/4—x2 —yzdxdy=H\/4—r2cosz¢—rzsin2¢ rdrdg :”«/4—r2 rdrdg =
:T(Jz‘xm—rzrerdﬁ

0

NA-1% =t4-r?=t?,

rdr = —tdt

Ix/4—r2rdr: ,

- [ta=-L+c=- a-rY | .
3 3
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J%mrdr =- 7 (4—r2)3 ‘2
0 3 0

'[ d¢——¢‘2n 16” wiec ”\/4 xX? -y dxdy——

2. Caftka potréjna

Przyktad
Obliczy¢ calki potrojne:
dxdydz : : . .
J'J'j , Q jest czworécianem ograniczonym ptaszczyznami
x+y+z+1

x—O,y—O.z—O,x+ y+z=1,
b) J.”(x2 +y?+ zz)dxdydz, gdzie V jest obszarem ograniczonym powierzchniami
\%

x*+y*+z°<1, z>0.

Rozwgzanie
a)
& Z
1 ObszarQ jest obszarem normalnym
wzgledem ptaszczyzny
OXY (rys. 2)
Z=1-x-y Q: Osx<-1
O<sy<l-x
O<z<l-x-y
1 3
1 vy=1x
X

Rys. 2

Zamieniamy catk potréjm na catk iterowary:
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dxdydz
j-” x+y+z+1 I -[( I x+y+z+1) )dy]dx—

0 0

Xy dz 1

o (xry+z+1f  2Ax+y+z+1)

-+ - dy: —Ey—— l_X:—}(l—X)—1+ 1 =
8 2(x+y+1) 8~ 2(x+y+1)]0 8 4 2(x+1)

i 3.1 1 (3 1,1 1 3 1 1 5 1
=[| =S +<x+ dx=| —>x+-—x*+=Inx+] | =->+=+>In2=-"+>In2
)\ 8 8" 2(x+1) 8 16 2 0O 8 16 2 16 2

b) Zmiennex,y, z zastpujemy zmiennymir,$,®, gdzie X = r cosg cosO,
y=rcosgsin®, z=rsing, 0<r < +oo, —gs¢sg, 0<0O<2n.
Wspoétrzdner,¢,© nazywamy wspotdnymi sferycznymi punktu o wspokanych

prostokytnych x,y, z. Jakobian przeksztatcenia

D( ) X, Xg X,

_ X\Y,Z) _|.. ' V|

I(r,O,¢)—m— Z-r Z‘O )le¢ =r?cosp.
r O @

Obszar V (g6rna potkula) jest obrazem prostopanitmu Q .

Q:0<r<1, Os¢sg, 0<O<27n .Poniewa x* +y*+2° =r?, wiec

m‘(xz+y2+zz)dxdydz:m'r2Dizcos¢ drdgdo = J' J%Ur cos¢d®]d¢ dr =

IT

:1 Er cos¢BB d¢ dr— 277 cospdg |dr = 277 sing 72Tdr 271“dr—
0| O

_2n®fi_2n
510 5°
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Zadania
1. Obliczy catke podwojry funkciji f w obszarzeD ograniczonym liniami:
a) f(x,y)=x+y?, D:y=x>y*=x;b) f(x,y)= 1 , D:x*+y?-x=0.
l_ XZ _ y2

2. Obliczy¢ calki potrojne:
Q:0<sx<],

a) ”j(x+ y+z)dxdydz, O<y<2,

o 0<z<3

Q:0<x<],
b) J‘J'J. zdxdydz, O<y<l-x,
? 0<z<1-x* - y°.

Odpowiedzi
33 _o. chy L
1. 6017(’ b) n-2; 2. a)18; b) d

Literatura:Z. Roz. VII, 8 1, 2.
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Cll 10 CALKI KRZYWOLINIOWE

1. Catka krzywoliniowa nieskierowana
2. Calka krzywoliniowa skierowana
3. Twierdzenie Greena.

1. Catka krzywoliniowa nieskierowane

1. Jeeli funkcja z= f(x, y) jest chgta na krzywej regularne;

r:x=o(t), y = y(t),t O(a, B), Wéwczasjf(x, y)ds f[q) ]\/[q) ]+[Lp dt

2. Jeeli funkcjaz= f(x,y) jest chgta na krzywej

r:y=g(x). g(x) OC((a b)), wowczas j X, y)ds= [x o(x)| 41+ g'(¥)

Przyktad

Obliczy¢ dane caiki krzywoliniowe nieskierowane:
a) _[(xz +y?)ds, gdziel jest okegiem o réwnaniux =2cos, y = 2sint, 0<t< 27,
r

b) J.yds, gdziel jest tukiem paraboly =+/x , dla0< x<1.
r

Rozwgzanie

a) Korzystamy ze wzoru na zamgacatki krzywoliniowej na calk oznaczon.
X(t) =2cost, x'(t) =-2sint, y(t) = 2sint, y'(t) = 2cost

2
J'(x2 +y®)ds= I(4co§t + 4sin’t)y 4sin’t + 4cog tdt =
r 0

27 21T 2”
[4(cos't +5sin’t)/4(sin’t + cos’ t)dt =8[dt =8t o =167
0 0
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b) Zamieniamy cakkrzywoliniowg nieskierowan na catk oznaczon.

My=+x, y':z—j;, x0(07).

(4x+1) 1 5/5-1
jyds jf 1+(2\/_j —I\/4x+1d o o 1
2. Catka krzywoliniowa skierowana
B
_[P(x y)ax+Q(x, y)dy = H Q[(I) t)]l.IJ'(t)}dt

Przyktad

Obliczy¢ dane caiki krzywoliniowe skierowane:
a) I(x— y*)dx+ 2xydy, gdziel jest odcinkiemdczacym punkty A(L1) i B(2,2).
r

2
b) §(2y+ xiny) dx+(;—y + 6x}dy, po okegu (x - 2)> +(y - 2)°* =1 skierowanym dodatniol
L

C) f(x— y)dx+(x+y)dy, gdziel jest elipg o rownaniachx = acost, y =bsint,
r

0<st<2n.

Rozwygzanie

a) Zamieniamy catkkrzywoliniowg na catk oznaczon.

M:x()=t, yt)=t, 1<t<2, dx=dt, dy=dt,

2 2 2 3
I(X- y?)dx+ 2xydy=j(t —t?)dt + 2t>dt :j(t+t2)dt _(%JEJ

2
b) P(X,y):2y+ xiny, Q(X,y):;(_y+6x, P;(x,y):2+§' Q;(X,Y)=§+6.

Korzystamy ze wzoru Greena (p.2).

§(2y+ xIn y)dx+(x_2 + 6xjdy = ”(5+ 6- Z—Ededy = ”4dxdy = 4”dxdy: 4D| = 4r,
L 2y D y y D D

gdyz D jest kotem(x - 2)? + (y - 2)* <1 o promieniu 1, wic |D| =
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c) Korzystamy z twierdzenia Greena [WI111]

PO )+ QU Y)dy = | (%—S-G—P]dxdy.

oy
oP 0
P(X,y)=Xx-Y, a—y:—l Q(x,y) =x+Y, a_szl

§(x— y)dx+(x+y)dy = ”2dxdy = 2|D|=27&b, poniewa pole elipsy|D| = 7&b.
r D

Zadania

1. Obliczy¢ dane catki krzywoliniowe nieskierowane:
a) J’\/x2 +y?ds, gdziel jest krzywy o réwnaniach parametrycznyck= cost +tsint,
r

y=sint—tcost, 0<t<2n;
b) j(x2 +y?®)ds, gdziel jest okegiem o réwnaniux® +y?> -x= 0.
r

2. Obliczy¢ dane calki krzywoliniowe skierowane:
2

2
a) §xydx+ xdy, gdziel jest elipg o r(’)wnaniu% +y7 =1 skierowan ujemnie wzgidem
r

swego WRtrza;
b) §(2x3 —-11y)dx + (4x—cosy)dy, gdziel jest okegiem o réwnaniux® +y? = 4.
r

Odpowiedzi

1. a) V(1+4;72)3 L) 2. 2)-6n:b) 60n.

Literatura:Z. Roz. VI, § 3, 4.
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Cll11 ZASTOSOWANIA GEOMETRYCZNE CALEK
WIELOKROTNYCH | KRZYWOLINIOWYCH

1. Obliczanie pola obszaru ptaskiego igdt¥ci bryty za pomog catki podwojne;j.
2. Obliczanie olgjtosci brylty za pomog catki potréjnej.
3. Obliczanie pola obszaru ptaskiego za pagraadki krzywoliniowej.

Catka podwojna

1. Objtosé bryty ograniczonej wykresem nieujemnejagtej funkcji f o podstawieD
bedacej obszarem regularnym.

Przykiad 1

Obliczy¢ objetos¢ [V| bryty V' ograniczonej parabolajcbbrotows z=x* +y?, ptaszczyznam
uktadu wspoétrezdnych i ptaszczyzpnx+y-2=0.

Rozwygzanie
.‘-r.il
2 D: 0<x<2
O<y<2-x
v=2X
D
0 2 =X
Rys. 1

2-x 3 -
J o+ yz)dy=(x2y+y—]‘2 "=
5 0

bI=[] (e + yz)dxdy{(zf(xz +y?)dy)x = /

@-x°_1
3

=x*(2-X)+ (-4x% +12x*> -12x+8) |= | = (-4x® +12x* -12x+8)dx =

2 8.
0_5[13]'

1
3

O ——y N

:%(—x“ +4x° - 6x° +8X)
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2. Poleobszaru ptaskieg:

Calka Hlmxdy = ”dxdy przedstawia z definicji pole obszamu.
D D
Przykiad 2

Obliczy¢ za pomog catki podwadjnej poIe}D| obszaruD ograniczonego krzywymy = x? i
y? =x (parabole, rys. 2).

ye D: 0<x<l,

y=ox x> < y<q/x.

1 x

/o D= .[dxd = [([dy)dx=
0 x
- 1
0 1 X :J‘(y 2X)dx:J‘(\/;_)(Z)dx:
o X 0
Rys. 2 .
_ 2x2_x° |t 1[1]
3 310 3

3. Catka potrgjna

Jezeli funkcja f (x,y,2) =1 w obszarzeQ to catka f Hldxdydz: f ”dxdydz przedstawia z
Q Q

definicji objetos¢ V| tego obszaru.

Przykiad 3
Za pomog catki potréjnej obliczy |V| bryly V' z przyktadu 1.
Rozwygzanie
O<x<1
V: 0sy<2-X

0<z<x*+y?

Projekt ,Rozwdj i promocja kierunkéw technicznych w Akademii Morskiej w Szczecinie”
Akademia Morska w Szczecinie, ul. Waly Chrobrego 1-2, 70-500 Szczecin

40



NMa 4, *

N UNIA EUROPEJSKA **
KAPITAL LUDZKI EUROPESSKI | % »
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI "”eez\:::*" FUNDUSZ SPOLECZNY * 4k

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

2-x X2+y?

M= [ffoevee= (] (| o= (] oo

i

X

(@ + yZ)dy]dx=§[j3].

Caika krzywoliniowa skierowana

Jezeli [ jest brzegiem obszaru normalnego wdgim osiO,,O, D, skierowanego dodatnic

wzgledem niego, to poI4D| tego obszaru wyea St wzorem

1
D| =E§— ydx + xdy. (a)
r

Przyktad

Obliczy¢ pole elipsy o réwnaniach parametrycznych acost, y =bsint,
a>0b>00<t<2n.

Rozwgzanie

X'=-asint, y'=bcost

Calke krzywoliniowg (a) zamieniamy na cajloznaczoa i otrzymujemy pole elipsy:

2 2 2
D =2 [[(~bsint)(-asint) + acost bcost]dt =~ ab [ (sin’t +cost)dt = = ab [ dt =
2 0 2 0 2 0

2
= Lot =L abrer= b [,
2% T3

Zadania
1. Za pomog catki podwajnej oblicz§ objetos¢ bryty ograniczonej powierzchniami:
Z=X+y+4, y"=4x, x=0,y=0,z=0, y>0.

2. Za pomog caitki potréjnej obliczy objetos¢ bryty ograniczonej powierzchniami:
y:&, y:2\/§, z=0,x+z=6.
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3. Za pomog caitki krzywoliniowej, skierowanej oblicZypole kardioidy o rownaniach

X = 2cog —cos2t, y = 2sint —sin2t, t (0, 277).

Odpowiedzi
4 48

1.84—,; 2.—+6; 3.6n1.
15 5 v

Literatura:Z. Roz. VII, 8§ 1-4.
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Cll 12 SZEREGI LICZBOWE

1. Szeregqi liczbowe o wyrazach nieujemnych

Zbieznos¢ szeregdw o wyrazach nieujemnych badamy na podstawieriow zbienosci
podanych w [WII 13]

Przyktad

Zbada zbieznos¢ szeregow:

. n+1)". |
a)ZB”' Z(3n+2) ’ )z 2+4n+7 )z

n= N

nIn n’

Rozwgzanie

a) Stosujemy kryterium d’Alemberta.

+1

Ay, (n+1)™3'n _ . (n+1)"(n+23"n _ 1(n+1jn _
g=Ilim =lim =lim =lim=| —| =
nee g n- °°3”+1(n+1)'n n-» 3"BMH(n+)n" n-=3( n

wiec szereqg jest zhiay.

b) Stosujemy kryterium Cauchy’ego.

. . n+1\" . (n+1) . .
=limy/a. =limy =lim =0<1, wiec szereg jest zhiay.
47mVe = (3n+2} n~w(3n+2j ¢ I Y

c) stosujemy kryterium poréwnawcze

1 1 _ 1 _ 1 _1
n? +4n+7 (n2+4n+4)+3 (n+2°+3 (n+2 n’

Poniewa Z jest zbieny, wiec rozpatrywany szereg jest zimg, czyli
n’

=N +4n+7

d) Stosujemy kryterium catkowe.
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Zbadamy zbignos¢ catki niewtaciwej.

o A

J' s—dx=1im dx. Wyznaczamy catknieoznaczoq
> XIn“ x A-eo XINT X
Inx—t
1 1 1 -1 :
dx=|1 —dt=—-=+C=——+C, wigC
jxlnzx dX di =2 t Inx ¢

T 1 _ -1\A_ . -1 1) 1
I dx=Ilim|— | =lim + = )
xIn? x Ao Inx )2 A-={InA In2) In2

Catka niewtdciwa jest zbiena, wkc rowniez dany szereg jest zliey.

2. Szeregi o wyrazach dowolnych

Przyktad

Zbada zbieznos¢ szeregow:

e NHL cosna
a)Z( & nn+2)’ b)Z; '

Rozwgzanie

a) Szereg jest szeregiem naprzemiennyre; @0 badania jego zlieoici zastosujemy
kryterium Leibniza [WII 13].

Ciag n+l jest malejcy orazlim n+l =0, wicc szereg jest zhiay. Szereg warkei
n(n+2) n(n+2

+1 . +1 n 1
bezwzgtdnych jest ostacE . Poniewa > =
gednych jest p o (n+2) nn+2) n(n+2) n+2

1 +1
oraz ¥ —— jest rozbieny, wiec na podstawie kryterium poréwnawcze o—
Z_;‘n+21 y, Wiec na p yt p E )

rowniez rozbiezny.

L +1 . .
OstatecznleZ(—l)”ﬂn—1 jest zbieny warunkowo.

=} n(n+2)
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b) Jest to szereg liczbowy o wyrazach dowolnycltadamy bezwzghng zbieznos¢ tego
szeregu.
na|

, . © ICOS

Szereg warteci bezwzgkdnej jest postacE|—
n=0

wygodnie jest zastosow&ryterium porownawcze.

. Do badania zbianosci tego szeregu
icosna| 1
—— < —,nN.

2" 2"

Zz—ln jest szeregiem geometrycznym zmgm, wicc szereg wartei bezwzgédnych jest

rowniez zbiezny. Wynika sid, ze dany szereg jest bezwgdgihie zbieny.

Zadania

1. Zbada zbieznos¢ szeregdbw o wyrazach nieujemnych:

00

n+1
a)z o )z(2n+lj ' z3 )Z_ln\/n_Jrl

n=1

2. Zbadé zbieznos¢ szeregow:

) z(3n)n: ) Z;‘COSHCY ) Z( )n+l m

Odpowiedzi

1. a) rozbieny; b) zbieny; c) zbieny; d) zbieny.
2. a) zbieny warunkowo; b) zbieny bezwzgtdnie; c) rozbieny.

Literatura:Z. Roz. V, § 1, 2.
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Cll 13 SZEREGI FUNKCYJNE

1. Zbieznosci jednostajne szeregu funkcyjnego.
2. Szeregi pg@gowe. Promié zbieznosci szeregu pegowego.

Zbieznosci jednostajne szeregu funkcyjnego

Zbieznos¢ jednostajp szeregu funkcyjnego badamy w oparciu o kryteriueiéfétraussa
[WII 14].

Przyktad
Zbada jednostajg zbieznos¢ szeregu z%:n)
1 N
Rozwgzanie
Korzystamy z kryterium Weierstrassa.
cogx+n
Dla dowolnegox IR i dowolnegon[J N zachodzi nierownig M < is
n n

Majoranta tego szeregu tj. szereg Ilczboﬂ‘y— jest zbieny, wiec dany szereg funkcyjny
n=1 N

jest zbigny jednostajnie dla kalego X [1 R. Poniewa wyrazy tego szeregu sunkcjami
ciggtymi, wiec rowniez jego suma jest funkgiciagta.

Szeregi paigowe. Promié zbieznosci szeregu p@gowego.

Promier zbieznosci szeregu p@gowego wyznaczamy stogajwzory podane w [WIl 14]

Przyktady

1. Obliczy promieﬁ zbieznosci szeregbw pegowych

a)z N3’ )Z(z +1j3n

Rozwgzanie
a) g = lim—% Bt — Jim n3 —=1im n =},wi¢cr:1:3_
neel a, | nee(n+3™ n-=3n+1) 3 g
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3
= limy/a,| = n/ n _1 -1_
b) g= I|m I|m 2 +1 nm 2n+1 3 , WieC r = g

n

2. Wyznaczy przedzialy zbienosci szeregu pegowego Z

-1
Rozwgzanie

Wyznaczamy promiezbieznosci szeregu.

A e 2™ Inn _ . 2Inn _ . Inn
g =Ilim =lim =lim——= =2, poniewa lm——- =
el @, | n-=ln(n+12"  n-eln(n+1) n-=In(n+1)
1
Inx H . X . X+1
dyz lim = lim =lim——-=
O M in(x+1) 4% 1A x
x+1
. 1 1 . . , 11
Promier zbieznosci r =— =§ , zatem szereg jest zbiey w przedziale otwarty E;E
g

oraz jest rozbiny w zbiorze(— oo,—%j ] (%ooj . Zbadamy zbiznoi¢ szeregu dlax = -

1 1 . . .
orazx = rk Dla x = 3 otrzymujemy szereg liczbowy naprzemienny.

iz” [ﬁ‘ljn 5L

~ Inn “~ Inn

new[nn

Lo 1). . . 1 .
. Poniewa ciag nn jest malejcy orazlim nn- 0, wigc na
nn

podstawie kryterium Leibniza otrzymany szereg napriznny jest zbiey, std dany szereg

jest zbigny dla x = —% . Dla x :% otrzymujemy szereg liczbowy o wyrazach dodatnich.

o

n=2 ln 2 n=2 |

Poniewa Ii >=— dlan=2 oraz z 1 jest rozbieny, wiec na podstawie kryterium
nn n ~n

Projekt ,Rozwdj i promocja kierunkéw technicznych w Akademii Morskiej w Szczecinie”
Akademia Morska w Szczecinie, ul. Waly Chrobrego 1-2, 70-500 Szczecin

47




WA g
ST % UNIA EUROPEJSKA R
z i z EUROPEJSKI * *
w;vg\, FUNDUSZ SPOLECZNY P
ZE

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

n=2

porownawczego wnioskujemye Zi jest rozbieny. Ostatecznie dany szereg qguwy

1)

jest zbigny w przed2|ale<

Zadania
1. Oblicz3é promien zbieznosci szeregu
210"
od) Y ==X
20

a)ZJnT ) i_ Z( +1)

2. Wyznaczy przedziaty zbienosci szeregoéw pegowych
00 e Xn 00 (_3)[1
a) Y ()™ =:b)

OolH
Wl
®R=

Odpowiedzi
1. 2)1 b) 400 ) 2:d) = 2.a)(~11>: b)(
€ 1C

Literatura: Z. Roz. V, 83, 4
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Cll 14 SZEREG TAYLORA

1. Szereg Taylora
2. Szereg Maclaurina

1. Rozwingcie funkcji w szereg Taylora

W [WII 15] podano twierdzenie Taylora oraz rozwitie w szereg Maclaurina wybranych
funkcji. Ponadto podano zastosowanie szeregu Tagorcatkowania funkciji.

Przyktad
Korzystamy z rozwirgcia w szereg Maclaurina funkcfL+ x)? podanego w [WII 15]:

a@-1 ,, al@-H@-2) ;
|

L+ x)* =1+ax+ +... dla-1<x<1.

3
1
Poniewa 3/1+ x = (L+ X)3, wiec mamy
1 2 3 4
3 1x 2 25 2508 .
f(x)=¥1+x=(@1+x)° S Ay E E szereg jest zbim
o ( 31 ¥ 2 3F 3 3 4 9] Y
dla -1<x<1l
2. Zastosowanie szeregu Taylora
Przyktady
tsinx
1. Obliczy calke dex z doktadnéciag do 0001
0
Rozwygzanie

Caltka nieoznaczonﬁwdx jest catlg nieelementargy wigc najpierw rozwiniemy funkej
X

sinx . . . .
podcatkowy —— w szereg Maclaurina, a neghie otrzymany szereg:thziemy catkowali
X
LWyraz po wyrazie”.

3 XS X7

Korzystamy z rozwinicia w szereg Maclaurina funkginx = X_%+E —7+..., xUR
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1. 1 5 7 1
I—S'nxdxzj' yERSASIV S SV VE |V S S AN
I e e 3@ 56 70 )0

1 1 1 1.1 1
+ +..=1-

3@ 50 70m 18 600 35280

Bioragc sung trzech pierwszych sktadnikdéw popetniamydbezwzgtdny A spetniagcy
nierbwna¢

<0,0005, std jﬂdx 0946

A<
3528(

2. Obliczy¢ wartas¢ przyblizong catki

1
jcosxzdx biorgc 2 wyrazy rozwingcia funkcji podcatkowej w szereg i paddoktadnd¢

przyblizenia.
Rozwgzanie

Korzystamy z podanego rozwgeia funkcji cosx w szereg Maclaurina a naghie
podstawiamyx? za X.
2 4 6 n.,2n 4 8 12
cosx=1-2+2 2% 4 4 ( 1'x ., sd cosx 2292 W2 X
20 4 @ (2n ! 2 4 46

4 8 12 5 9
Icosxzdx j 1——+X— L N [ L 1,1
4 6l s@ 94 0 s@ 9

h 1
jcosxzdx ~]1-—=09.
) 52
Btad bezwzgtdny A spetnia nieréwng |A| o1 001.
94 21¢

Zadania

1. Rozwirg¢ w szereg Maclaurina funkcje:

a) f(x)=2";b) f(x)=+v1+Xx
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1
2. Obliczy: catke [€>dx z doktadnécia do 0,001.
0

Odpowiedzi
2 n-1
1. a)2X:1+InTZD<+|n 252 + +1n 2x“‘1+..., xOR.

2! 7 (n-1)!

1 1 ¥ 13 X 1835 x*
b) V1+ :1+—[-f5——[-f(—+—d(—— [—TY—+...
) X 21 222 223 20 4

Szereg zbieny dla -1< x<1. 2.0747.

Literatura: Z. Roz V, § 6, 7.
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